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Préface 


Ce livre est un recueil d'exercices et de problèmes des mathématiques pour 
l’ingénieur. Il s’adresse aux étudiants de deuxième année de Licence des sciences 
et techniques, deuxième semestre (L2S2), ainsi qu’aux étudiants des autres filières 
et des écoles préparatoires qui y trouveront autant les théorèmes qu’ils doivent 
connaître que des exercices pour les illustrer. Il est le fruit d’un enseignement de 
mathématiques pour l’ingénieur dispensé au département sciences et techniques, 
faculté de technologie à l’université de Tlemcen. 

Nous avons privilégier l’exposé des méthodes de calcul (théorèmes, propositions,..) 
sans démontrer quoi que ce soit pour aller directement vers le but et ceci en ajoutant 
des exercices avec des solutions détaillées et quelques exercices supplémentaires 
donnés sans solutions pour examiner les capacités des lecteurs. Nous les invitons 
cependant à chercher eux même les exercices avant de regarder les solutions. Nous 
mentionnons aussi que le cours de ce livre est un résumé fait à partir de la biblio- 
graphie insérer à la fin de ce livre. 

Le premier chapitre rappelle les nombres complexes et les différentes régions du 
plan complexe telles que le cercle, disque et autres. Le second chapitre initie le lec- 
teur aux fonctions à variable complexe, il découvre la notion d’une fonction mul- 
tiforme et uniforme et la notion d’holomorphie (dérivabilité) de ces fonctions. Le 
troisième chapitre est consacré aux intgrales curvilignes et aux formules intgrales 
de Cauchy. Le chapitre quatre est réservé aux séries de Laurent, classification des 
sngularités et théorie des résidus et le dernier chapitre traite quelques applications 
sur les résidus sous forme des intégrales impropres et séries numériques. 

Nous avons ajouté aussi les examens des années passées depuis 2008 avec leurs 
solutions sous forme d’un chapitre et une annexe historique résumant une brève 
biographie des mathématiciens cités dans ce livre. 
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Chapitre 1 


Nombres complexes 
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1.1 Nombres complexes. Définitions 

Définition 1.1. On appelle nombre complexe, toute expression de la forme z = 
x + iy ( dite forme algébrique de z) où x et y sont des nombres réels et i définit par 
la relation i 2 = — 1. Les nombres x et y s ’ appellent respectivement partie réelle et 
partie imaginaire de z. 

Notation : x = Re(z) et y = Im(z). 

On désigne par C l’ensemble des nombres complexes : 

C = {z = x + iy, x G M, y G M} 

Si x = 0 , z = iy est dit imaginaire pur. 

Le nombre z = x — iy est appelé conjugué de z. 

Deux nombres complexes z\ = x\ + iyi et z 2 = x 2 + iy2 sont égaux si xi = x 2 
et 2 /i = 2/2. 

Un nombre complexe z = 0 si et seulement x = 0 et y = 0 . 

Si z\ = x\ + iy\ et Z2 = X2 + iy2, alors 

• z\ + Z2 = (xi + xï) + i(yi + 2/2). 

• zi-z 2 = (xi - x 2 ) + i(yi - y 2 )- 
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• Z1.Z2 = (xi + iyi)(x2 + iyi) = tit 2 - yiy 2 + i(xiy 2 + x 2 yi). 

• Zi _ xi+iyi _ (.ri+-tÿi)(a’2-'tÿ2) _ a: 13:2+1/1 D2 , yiX2—xiy2 

22 3:2+31/2 (3:2+11/2) (a;2— ij/2) 3 ;|+ÿ| 3 :|+y| 

• 21 + Z2 = ZÏ + 22 - 

• Zi - Z 2 = ZÏ — Z 2 . 

• ZjTZ2 = W-Z2- 



• Z = Z. 


• Re(z) = et Im(z) = 

• 2 est réel <*=>■ Im(z) = 0 2 = 2. 

• 2 est imaginaire pur Re(z ) = 0 2 = —2. 

On appelle module de 2 = x + iy, le nombre réel positif, noté \z\, définit par 

\z\ = v/zü = \J x 2 + y 2 


et on a 


\z\ > 0 . 

j 2 j = 0 2 = 0 . 

\ziz 2 \ = |2i|.|2 2 |. 

I21 + 22 1 < |2i| + |2 2 | (Inégalité triangulaire). 
||^i| - \Z2\\ < \zi - 2 2 |. 
ji2e(2)| < \z\, Im(z)\ < 1 2 1 . 


Z 

R 2 


2 = 22. 


1.2 Plan complexe 

Tout nombre complexe 2 = x + iy est déterminé par le couple (.x, y). Pour 
cela nous associons à tout nombre complexe 2 un point (x, y) dans le plan des 
coordonnées cartésiennes. 


1.3 Forme trigonométrique 

On peut décrire un vecteur dans le plan complexe en coordonnés polaires. 

On désigne par (r, 9 ) les coordonées polaires du point A. On a les relations sui- 
vantes 

( x = r cos( 0 ) 

( y = r sin( 0 ) 

et par conséquent tout nombre complexe s’écrit sous la forme 

2 = r(cos( 0 ) + i sin(#)) 

cette expression est dite forme trigonométrique du nombre complexe 2 avec r = \z\ 
et 9 est appelé argument de 2, noté arg(2). 


1.4. Formule de Moivre, formule d’Euler 
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Si z\ = r(cos(0i) + isin(0i)) et Z 2 = r( cos(0 2 ) + ïsin(0 2 )) alors 
Z\ = Z2 ri = r 2 et 6\ = 62 + 2kir, k G Z. 


Remarque 1.1. L’argument d’un nombre complexe z n’est pas unique puisque 
arg(z) + 2kit, k G Z est aussi un argument de z. 

Propriétés 1.1. • arg(y, 2 2 ) = arg(zi) + arg(z 2 ). 

• arg = arg(zi) - arg(z 2 ). 

• arg(z) = 2-k — arg(z). 


Définition 1.2. Soit z = r(cos($) + i sin(0)) G C, l’unique argument 0 apparte- 
nant à ] — 7r, ît] s’appelle l’argument principal de z, noté Arg(z). 

On a 

arg(z) = Arg(z) + 2kit, k G Z. 

Soit z = x + iy G C, alors 


Arg(z) 


arctan (|) 

arctan (f ) + tt 

IL 

2 

arctan (f ) — 

7T 

2 


si x > 0 

si x < 0 et y > 0 
si x = 0 et y > 0 
si x < 0 et y < 0 
si x = 0 et y < 0. 


Exemple 1.1. Donner Informe trigonométrique de z = — \/3 — i. 
On a x = — \/3 et y = — 1 donc \z\ = \J ( — y/3)' 2 + (— l) 2 = 2, 
et Arg(z) = arctan ^ j — tt = | — 7r = — 

Ainsi la forme trigonomértique est z = 2(cos(— + isin(— )). 


1.4 Formule de Moivre, formule d’Euler 

La formule de Moivre 

(cos(0) + isin(û)) n = cos (nO) + zsin(n0). 

La formule d'Euler 

e lB = cos (9) + i sin(0). 

Ainsi un nombre complexe peut s’écrire aussi sous la forme 

z = |z|(cos(0) + âsin(0)) = \z\e lB . 

Exemple 1.2. 



= cos y +> S my=i. 
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1.5 Racines n teme d’un nombre complexe 

Soit z = r(cos(0) + i sin(0)). On appelle racine n ieme de z tout nombre com- 
plexe w = p{ cos(V’) + i sin (ip)) tel que z = w n . 

p n (cos(ip ) + i sin (ip)) n = r(cos(0) + i sin(0)) 
p n (cos(n^) + isin(nV’)) = r(cos(9) + i sin(0)) 
p n = r et nip = 9 + 2kit, k G Z 

p = \fr et ib = — | , k = 0, 1, 2, . . . , n — 1. 

n n 

En donnant à k les valeurs 0, 1, 2, . . . , n — 1, nous trouvons n valeurs différentes 
de la racine n ieme de z : 


On obtient alors 



9 2/c7t\ ( 9 2/c7t\ 

Wk = | cos ( — I ) + i sin ( — | ) ) , k = 0, 1, 2, . . . , n — 1. 


n n 


n n 


Exemple 1.3. Les racines cubiques de V unité, z 3 = 1, 

z 3 = 1 = l(cos(0) + zsin(0)) 

'0 
3 


3 / — / /O 2/c7t\ / 0 2A:7t 

Zfc = v 1 I cos ( - H — — ) + i sin ( - + 


'2kn\ ( 2kn 

Zk = cos ( -y- I + i sin I J , fe = 0, 1, 2. 


, k = 0,1,2. 


Ainsi les racines cubiques de 1 sont 


zq = cos(0) + i sin(0) = 1, 

f 2ir\ ( 2n 

zi = cos I y I + z sin I y 

/47t\ /47T 

= cos I y I + i sin I y 


1 v/3 

~2 l ~2~' 

1 .y/3 

~2 ~ l ^2' 


1.6 Ensemble de points 

Soit AI et Mo deux points du plan complexe d’affixes z = x + iy et zo = 
xo + iyo respectivement. La distance entre M et Mo est donnée par 

\z - z 0 \ = s/( x ~ x o) 2 + (y- Vo) 2 - 


1.6. Ensemble de points 
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Définition 1.3. 1. Cercle : Un cercle de centre zq et de rayon r > 0 est l’ensemble 
de points donné par 


C(zo, r) = {z G C, \z - zo\ = r} . 

2. Disque ouvert : Un disque ouvert de centre zq et de rayon r > 0 est l’ensemble 
de points donné par 


D(z 0 , r) = {z G C, \z - z 0 1 < r } . 

3. Disque fermé : Un disque fermé de centre zq et de rayon r > 0 est l’ensemble 
de points donné par 


D(z 0 , r) = {z G C, \z - z 0 1 < r } . 

4. Couronne : Une couronne est l’ensemble des points vérifiant 

r < \z — zo\ < R. 

5. Ensembles bornés : On dit qu’un ensemble A C C est borné s’il existe un 
nombre réel r > 0 tel que \z\ < r, Vz G A. 

6. Voisinages : Soit zq € C. Une partie V (Z C est dit voisinage de zq s’il existe 
r > 0 tel que D(zq, r ) C V. 

7. Ensembles ouverts et ensembles fermés : Un ensemble A Z C est dit ouvert 
( resp. fermé) si et seulement si 

\/z G A, 3r > 0, D(z,r ) Z A 

(resp. C \ A est un ensemble ouvert). 

Autrement dit un ensemble A est un ouvert s’il est voisinage de tout ses points. 
Exemple 1.4. Tout disque ouvert est un ouvert de C. 

8. Ensembles connexes : Un ensemble D Z C est dit connexe si deux points 
quelconques de D peuvent être joints par un chemin appartenant à D. ( si z\ et 
Z 2 sont deux points de D, on appelle chemin d’origine z\ et d’extrémité Z 2 toute 
application continue 7 : [0, 1] — > D telle que 7 ( 0 ) = Z\ et 7 ( 1 ) = z%.) 

9. Domaines : On dit qu ’un ensemble D Z C est un domaine si D est un ouvert 
connexe dans C. 
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1.7 Exercices 


Exercice 1.1. Trouver les parties réelles et imaginaires, arguments et modules 
des nombres complexes suivants 


(1 + iV3) 6 , 



2 + i 


1 — i 


7 + 


2 i 

1 + *’ 


1 + cos(0) + *sin(0) 
1 + cos(0) — isin(0) 


Solution 


z = {1 + i\J 3) 6 = 64, Re(z) = 64, Im(z ) = 0, |z| = 64 et arg(z) = 
0 + 2A;7r, fceZ. 

2. z = (x^j) 5 = — i 5 = —i, Re(z) = 0, Im(z) = —1, |z| = 1 et arg(z) = 
— ^ + 2fc7r, A; G Z. 

3. z = 1^1 + ^ = § + §*, -Re(z) = |, Im(z) = §, |z| = e t arg(z) = 
arctan(|) + 2kir, k G Z. 

4. 


1 + cos(0) + zsin(0) 

1 + cos($) — zsin(0) ’ 


0 7^ (2k + l)7r, A G Z. 


1 + cos (0) + i sin(0) 1 + cos(0) + i sin(0) 

1 + cos(0) — i sin(0) 1 + cos(0) + i sin(0) 

(1 + cos(0)) * 2 — sin 2 ($) + 2zsin(0)(l + cos(0) 

(1 + cos(0)) 2 + sin 2 (0) 

1 + 2 cos (6) + cos 2 (0) — sin 2 ($) + 2 i sin(0)(l + cos(0)) 

2(1 + cos(0)) 

1 + 2 cos (6) + 2 cos 2 (0) — 1 + 2 i sin(0)(l + cos(0)) 

2(1 + cos(0)) 

2 cos(0)(l + cos(0)) + 2 i sin(#)(l + cos(0)) 

2(1 + cos(#)) 

= cos(0) + zsin(0), puisque 6 / (2k + 1)tt. 

Ainsi Re(z) = cos (9), Im(z) = sin(0), \z\ = 1 et arg(z) = 6 + 2kn, k G Z 

Autre Méthode : 

En utilisant la formule d'Euler 


e lB = cos($) + i sin(0), 
e~ lB = cos (9) — isin(0). 


Alors 


l + e id ig e id + l ie 
1 + e~ iB l+e~ ie 


z = 


puisque 0 ^ (2k + l)7r. 


1.7. Exercices 
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Exercice 1.2. Trouver les points z du plan complexe vérifiant 


z 


Z — l\ 


z — 4 + i\ = 1, 


i?e(l — z) < 


1 

2 


Solution 


Trouver les points z du plan complexe vérifiant : 

1. \z\ = \z — z | . Ce sont tous les points du plan complexe d’ affixe z équidistants 
des points d’affixes zo = 0 et z\ = i, donc tous les points de la droite y = \ \ 

Posons z = x + iy, alors 

\z\ = \z — i\ \J x 2 + y 2 = sJ x 2 + (y — 1 ) 2 

f iGi 

" {v-l 

2. |z— 4+i| = 1, on a — 4+z| = \z — 4 — i\ = \z—^~i\ = \z — (4+i)| = 1. 
L'ensemble de points est le cercle de centre zq = 4 +i et de rayon 1 : C (4+i, 1). 
Autre méthode : 

Posons z = x + iy, donc \z — 4 + i\ = 1 implique \x — iy — 4 + i\ = 1, i.e. 
(x - 4) 2 + {y - l) 2 = 1. 

3. 72e(l — z) < Posons z = x + iy, on obtient 1 — x < ^ i.e. x > 
L’ensemble de points est le demi-plan x > 

Exercice 1.3. 1. Trouver les solutions de l’équation z 4 = 1. 

2. Calculer les racines cubiques de i. 


Solution 


Trouver les solutions de l’équation z 4 = 1. 


z 4 = 1 = l(cos(0) +isin(0)) 

Les racines de l’équation z 4 = 1 sont Zk = cos(^) + isin(^ E ), k = 0, 1, 2, 3. 
zo = 1 , 

Zi = cos(-) +*sin(-) =*, 

Z2 = cos(7r) +zsin(7r) = —1, 

/ \ . . / 3vr . 

^3 = cos(— ) + *sm(— ) = -i. 

2. Trouver les solutions de l’équation z 3 = i. 




. 7T . 


z =* = l( CO s(-) + *sin(-)) 
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Les racines de l’équation z 3 = i sont Zk 


cos( 


f+2fcîr. . . , Ç+2 kir 

-^— 3 — )+i sm(^— 5 — 


k = 0 , 1 , 2 . 


zo 


Z 1 


Z2 


,7i\ . . ,7 r \/3 i 

cos — ) + z sin — = — , 

v 6 ; V 2 2’ 


,57T. . . -57T. 

c °s(— ) + ÏS m (— ) 

O 0 

/ 3zr \ . . / 3 tt \ 

cos( — ) + ïsm(— ) 


\/3 * 

2 + 2 ’ 


— i. 


Exercice 1.4. 1. Résoudre l’équation z 3 = 1 en utilisant la forme exponen- 
tielle. 

2. On note j la solution complexe de partie imaginaire positive. 

a) Vérifier que j 2 est aussi solution. 

b) Montrer que j 2 = i = j. 

c) Calculer 1 + j + j 2 . 


Solution 


1. 


z s = 1 = l(cos( 0 ) + zsin( 0 )) 


Les racines de l’équation z 3 = 1 sont Zk = cosd^p 1 ) + i sin(^p), k = 0, 1, 2. 


Zo 

= 1, 

27T 

27T 

27 T • 

Z 1 

= COS(y) + 

zsm ”3” 

= e 3 2 


47T 

• /47T. 

47T • 

Z2 

= COS(y ) + 

Z Slllf *4 — ) 

V 3 ’ 

= e 3 



, 27F . 

.7 r. 

. 7T . 

sin( 

■T> 

= 2cos(-)sin(-) = - 

cos( 

, 27F 

2/' ïï \ 

= cos ( — ) - 

■ 2/ ^ \ 

- sin ( — ) = 


-t' 


,47F , 

.27T. 

2-7T 

sin( 

' 3 ; 

= 2cos( — ) 

sm( — ) = 


,47F , 

= COS (y) 

■ 2,2 <t 
- sm ( T 

cos( 

— ) 


' 3 ’ 


1 _ 3 _ _i 
4 ~~ 4 “ 2’ 

1 ^ = _V3 
v 2 ; 2 2 
_ i 3 _ 1 

“ 4 ~~ 4 ~ _ 2‘ 


On déduit que j = ez l = — \ + ^z. 

a. j 2 = c’est une solution. 

b. On a j 3 = 1 =>- j 2 j = 1 =>■ j 2 = j = = j. 

c. 1+ j+j 2 = l+j+J=l + 2cos(f) = l + 2(-i) = 0. 


1.7. Exercices 
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Exercice 1.5. Soit z un nombre complexe vérifiant \z\ = 1. Montrer que 


Arg 


z + lj 


f Im(z) > 0 
— § Im(z) < 0 


Solution 


Soit 2 = x + iy. 

z — 1 x + iy — 1 (x — 1 + iy) (x + 1 — iy) 

z + 1 x + iy + 1 (x + 1 + iy) (x + 1 - iy) 

(x - l)(x + 1) + y 2 + iy(x + 1) - iy(x - 1) 

(x + l) 2 + y 2 

x 2 + y 2 — 1 + 2iy x 2 + y 2 — 1 . 2 y 

(x + l) 2 + y 2 (x + l) 2 + y 2 + Z (x + l) 2 + y 2 ' 


Ary ( - ^ ) = arctan f „ — E 

7 + 1/ Vx 2 + y 2 -l 


puisque |z| = 1 => x 2 + y 2 = 1 =+ x 2 + y — 1 = 0. Ainsi 


, /«-1\ (2y\ 

Arq = arctan — = 

[ z+l) V 0 J 


arctan(+oo) = | y > 0 
arctan(— ex)) = — f y < 0. 


Exercice 1.6. 1. Démontrer que 


i-K ilnx i3ir iAir 

1 + e s + e s + e s + e s = 


e s 


1 1 2. En déduire les valeurs des sommes 


S = 


4 k-K 

E cos (^)’ 

fc =0 



Solution 


1 . Nous remarquons que 


4 4 

• fc7T 

e s = 


1 75 ?■ 1 _Z7T 

E -fe7r v-^/ î—\k a — e 5 i — e 

e 5 =E( e s ) =7 

fc =0 fc =0 


- e*5 1 - e*s 1 - e*s 


2 . 


4 4 

4 kir 

e 5 = 


E 

fc =0 


E l . klT . IvTT . 

I cos( — ) +îsin(- 


k = 0 
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D’autre paît, 

- 

k = 0 


Ainsi 


2 2 
1 - e*i 1 - cos(| ) - isin(f) 

2(1 -cos(f) + zsin(f)) 

2 — 2 cos(|) 


2(1 - cos(f ) + zsin(5)) 
(l-co S (f)) 2 + sin 2 (f) 


X><|> 

/c=0 

fc =0 


1 , 

sin(?) 

1 -cos(f)' 


Exercice 1.7. Trouver les lieux géométriques suivants 

1. \z — zi\ = \z — z 2 1 , 2. Re(z ) > c et Im(z) < c, 

3. 0 < Re(iz) < 1, 4. Re(z) + Im(z) < 1, 

5. |z — 2*| < 3, 6. lîe(-) = c, Jm(-) = c, 


7. 2 = t 2 + ii 4 , t G 


8 . 2 = 


l+it 


t G 


Solution 

1. L’ensemble de points d’affixes 2 vérifiant | z — z\ \ = \z — z-j] sont tous les 
points du plan complexe équidistants des points d’affixes z\ et Z 2 , c’est la média- 
trice du segment [z\ . z^]- 



1.7. Exercices 
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2. Re(z) > c et Im(z) < c. L’ensemble de points est l'intersection des deux 
demi-plans x > c et y < c. 



3. 0 < Re(iz ) < 1, on a iz = i(x + iy) = ix — y donc 0<—y<l=^ 
— 1 < y < 0. L’ensemble de points est l’intersection des deux demi-plans y < 0 et 
y > — 1 (une bande). 




6.0 J 


























































- 4.0 -1 

5.0 - 2.0 -: 

►-1 r 0 “< 

9 0 

0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 












9 0 
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4. Re(z)+Im{z) < 1 =>- x+y < 1, ainsi l’ensemble de points est le demi-plan 

x + y < 1. 
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6.0 i 

\ -j- 5 -.Q ■ 

i \ i 

- “t V “ “ 1 4.0 

; \ 

\ 3.0 

\ ! 

x 2.0 

j-.f-f-jà, 

\ 

\ 

-4.0-3.0-2. 0-1.0 

0 1.0\ 2.0 3.0 4.0 5.0 

--p-l-.o 

\ 1 

"1 “ \ ""T 

—2.0 

\ ; 
\ 

-3.0 

1 \ ! 

4 4 4 — x; ; î 

- - -- 4-.0 

;\ 

4 4 4 4 — -v-- 

--I- 

o\ 

O 

\ 

\ ! 
- s 


5. \z — 2i\ < 3 est le disque fermé de centre 2 i et de rayon 3. 

6. Re{\) = c, Im (\ ) = c, 


1 


z 


1 x — iy 

x + iy x 2 + y 2 ' 

X o o X 

-5 5- = c=>x+y = 0 

x z + c 


(x-i/ + , 2 


1 

4?’ 


un cercle de centre (^,0) et de rayon 


1 

Im(-) 


-y 

x 2 + y 2 


y 


1 


= c=> x +y + - = 0 => X + (y + —) 
c le 


1 

4 ?’ 


un cercle de centre (0, — et de rayon 


1.7. Exercices 
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1. z = t 2 + it A , 


y = f 


X = t Z 2 


y = x 


Ainsi l’ensemble de points est la partie de la parabole d’équation y 

x > 0. 



x 2 avec 


1 


1 — it 


z = 


On a alors 


2 , 2 
x + y = 


1 + it 1 + t 2 

1 


=> x = 


+ 


1 + t 2 


, y = 


—t 

i + t 2 ' 


(î + t 2 ) 2 (î + t 2 ) 2 î + t 2 

2 , 2 
x + y = x 

(x - \ f + y 2 = \ 


= X 
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un cercle de centre (|, 0) et de rayon 



1.8 Exercices supplémentaires 


Exercice 1.8. 1. Soient z 1 , z 2 , z 3 trois nombres complexes distincts ayant le 
même cube. Exprimer z 2 et z 3 en fonction de z\. 

2. Donner, sous forme exponentielle, les solutions dans C de : 

z 6 + (7 - i)z 3 - 8 - 8i = 0. 

Indication : poser Z = z 3 et calculer (9 + i) 2 . 

Exercice 1.9. En utilisant les nombres complexes, calculer cos (50) et sin(50) 
en fonction de cos 9 et sin 6. 


Exercice 1.10. 1. Déterminer les deux solutions complexes de u 2 = — 2 + 
2iV3. 

2. Résoudre 

= - 2 + 2iV3. 

On explicitera les solutions sous forme algébrique. 

Exercice 1.11. 1. Déterminer l’ensemble des complexes z tels que \Zl z soit 
réel. 

2. Déterminer l’ensemble des complexes z tels que soit imaginaire 
pur. 


Exercice 1.12. Déterminer l’ensemble des points du plan, d’affixe z G C, 
tels que : 


1 ) 


2z - 4 
z — i 
z - 3 


z - 5 


G M, 2) |(1 — ï)z — 3i| 

2 


3, 3) 


z - 3 
z - 5 


1, 


< V2, 5) 


1 

1 

z 


4) 


= 2. 


1.8. Exercices supplémentaires 


15 


Exercice 1.13. Résoudre ( z — ï) n = (z + i) n , n G N. Quel est le nombre 
de solutions ? 

. s ; n Q + 1 )* nit 

Exercice 1.14. 1. montrer que 1 + e %t + . . . + e* nf = — T — f — e“â“. 

2. En déduire la somme de 1 + cos t + cos(2 1) + . . . + cos (nt). 

Exercice 1.15. Pour z G C, démontrer les équivalences suivantes : 
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2.1 Variables et fonctions 

Définition 2.1. Soit I) C C. On appelle fonction d’une variable complexe une 
application 

f : D^C 
z i y f(z ) 

z = x + iy E D, f(z) = f(x + iy ) = u(x, y) + iv(x, y), avec u(x , y) et v(x , y) 
sont respectivement partie réelle et imaginaire de f(z). 
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Fonctions complexes 


Exemple 2.1. 


C* -> C 
z ^ f ( z ) = 


/(*) = 1 = 

Z X + 


ly 


+ i- 


-y 


x z + y z x z + y z 


On a u(x, y) = 


Zrfaetv(x,y) = 


2.2 Limites et continuité 


Définition 2.2. lim f(z) = l <==^ Ve > 0,3a > 0, \z—zo\ < a =>■ /(z) — Z) < 

e. 

0/2 dit que f est continue en zo G D si lim f(z) = f(zo). 

Z— »Z0 

f est continue dans un domaine D si elle est continue en tout point de D. 

Remarque 2.1. Soit l = a + ib et zq = xq + iyo comme f(z) = f(x + iy ) = 
u(x, y) + iv(x, y) donc 

• lim f(z) = l <^=^> lim u(x,y) = a et lim v{x,y) = b, 

z ~> z o (x,y)->(x 0 ,y 0 ) (x,y)->(x 0 ,yo) 

• f est continue en zo <^=^> lim u{x, y) = u(xo, yo) 

(z,y)->(x 0 ,yo) 

et lim v(x,y) = v(x 0 ,y 0 ). 

(x,y)->-{xo,yo) 

La limite n’existe pas si on peut trouver deux chemins (directions) où z — > Zo qui 
donnent deux valeurs différentes à la limite. 


Exemple 2.2. 1. lim - n ’ existe pas, car 

z— 2 

Si z = x + îO avec x — > 0 


z x + 1 () 

lim = = lim 

z -¥ o z i^o x — iO 


= 1 , 


Si z = 0 + iy avec y — > 0 


r z 0 + iy 

lim = = lim = — 1. 

z-> o z ÿ-> o 0 — iy 


2. Les fonctions z i->- z 2 3 4 5 , z *->• z, z Re(z) et z Im(z ) sont des fonctions 

continues sur C. 

3. Si f est continue <^=^> Re(f), Im(f), f et \ f\ sont continues. 

4. Les fonctions polynômes sont continues dans C. 

5. Les fonctions rationnelles sont continues dans leurs domaines de définition. 


2.3. Fonctions usuelles 
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2.3 Fonctions usuelles 


2.3.1 Fonction exponentielle 

Définition 2.3. On définit l’exponentielle d’un nombre complexe z = x + iy G C 
par 

z i — ^ e 2 = e æ (cos (y) + i sin(y)). 


Propriétés 2.1. 1 . \e z \ = e x et arg (z) = y + 2kn, fc eZ. 

2. Vz, z' G C, e 2+2 ' = e 2 e 2 '. 

3. e 21 = e 22 <*=>■ ^1 = ^2 + 2A:7ri, fceZ. 

4. Vz: G C, ^ = e -2 . 

5. Vfe G Z, Vz G C, e 2+2fc7r * = e 2 (La fonction e z est périodique de période 
2iri). 

+°c _ 

Z 

n\ 


6. \Jz G C, e 2 = V — . 

^ ' Tl, 


n=0 


Si a > 0, par définition a z = e 2ln “ alors on a pour tout an, «2 > 0 et 

zi,Z2 G C : 

• (aia2 ) 2 = afaf. 

• a 2l+22 = a 21 a 22 . 

• a 2i22 = (a 21 ) 22 . 


2.3.2 Fonctions trigonométriques et hyperboliques 

A partir de l’exponentielle complexe, on définit les fonctions cosinus et sinus 
par 


cos(z:) = 
sin(z) = 


iz , -iz +22 „2n 

e + e 

2 ’ (2n)\ ’ 

n=0 v y 

„î 2 e —iz +°° „2n+l 

C C X ^ \ n ^ 


El- 1 )' 


2> z --' (2n + 1)1 

n=0 


z G C, 

, z G C. 


On déffinit aussi les fonctions hyperboliques 

e 2 + e 


coshfz) = 
sinh(z) = 


F — 

2 ^ (2n)V 

n = 0 v ' 

e 2 — e~ z ^ 2 n+i 


E 


2 ^(2b+1)! 


z G C, 
z G C. 


Aussi on définit les fonctions 
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tan(z) 

cot(^) 

tanh(z) 

coth(z) 


sinjz) 

e 2iz 

- 1 

cos(z) 

ç2iz 

+ 1’ 

cos(z) 

e 2iz 

+ 1 

sin(z) 

^2 iz 

- 1’ 

sinh(z) 

e 2z 

- 1 

cosh(z) 

e 2z 

+ 1 

cosh(;z) 

e 2 z 

+ 1 

sinh(,z) 

e 2z 

- 1 


2 G C \ j — + kir, k G Z j , 
ZéC \ 7rZ, 

z G C \ | — — 7ri, k € TL 
ZëC \ 7 TïZ. 


Remarque 2.2. 1. On a les relations suivantes 


cos(^) = cosh(iz), sin(z) = — î sinh(î 2 ;), z G C, 

e lz = cos(z) + ï sin(z), z G C. 

cos 2 ( 2 :) + sin 2 ( 2 :) = 1, cosh 2 ( 2 ) — sinh 2 (z) = 1. 


2. Les fonctions cos (U) et sin(z) sont 2ir -périodiques. 

3. Les fonctions coshjz) et sinh(z) sont 2i xi-périodiques. 


2.4 Fonctions uniformes et multiformes 

Une fonction / est appelée uniforme si à chaque valeurs de z ne correspond 
qu’une seule valeur de f(z). 

Une fonction / est appelée multiforme si à chaque valeurs de z correspond 
plusieurs valeurs de f(z). 

Une fonction multiforme peut être considérée comme un ensemble de fonc- 
tions uniformes, chaque élément de cet ensemble étant appelé une branche (ou une 
détermination) de la fonction. 

Exemple 2.3. 1. z s- >■ z 2 est une fonction uniforme. 

2. La fonction z H > f(z) = \fz est une fonction multiforme, en effet ; 

z = re ie = re i{e+ 2 kK) ^ keZ ^ 

f( z ) = y / z = y / r j{ e± ¥^) = y/ref+b™, * = 0,1. 

f(z) = ±s/re t. 

Si on fait un tour complet autour de l’origine on ne revient pas à la valeur 
initiale. On dit que 0 est un point de branchement de la fonction z ->> f(z) = \fz. 
Pour obtenir les fonctions uniformes (les branches), on pratique "une coupure" 
dans le plan complexe allant de l’origine jusqu’à l’infini en suivant l’axe positif 
des x. Voir la figure suivante 


2.4. Fonctions uniformes et multiformes 
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2.4.1 Logarithme complexe 

Définition 2.4. Soient z G C * et w G C . Si e w = z, on dira que le nombre 
complexe w G C est un logarithme de z € C*. 

Le logarithme complexe d’un nombre complexe z est donné par 

ln(z) = ln \ z\ + i arg (z) + 2kiri, A: G Z. 

Le logarithme complexe est une fonction multiforme (infinité de branches). 

Définition 2.5. 

ln(z) = ln \z\ + iArg(z), —ir < Arg(z) < 7 r 

est appelé logarithme principale de z ou détermination principale du logarithme. 

Exemple 2.4. 

ln(l + ï) = ln \pl + —i + 2km, k G Z. 

2.4.2 Fonctions réciproques de cosinus, sinus et tangente 

arcsin(z) = —i ln {iz + \/l — z 2 ), 
arccos(z) = — i ln (z + i\J 1 — z 2 ), 

arctan(z) = - ln 

2.4.3 Fonction puissance 

Hz) = z a 

• Si a G Z, / est une fonction uniforme. 

• Si a £ Z, / est une fonction multiforme. 

— z a — galn(z) _ e a[ln|z|+iarg(«)+ 2 fe 7 ri]^ 



0 est un point de branchement. 
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2.5 Transformations complexes 

Soient z = x+iy et f(z ) = u(x, y) + iv(x , y). Soit D le domaine de définition 
des fonctions u et v. Le système des équations 

( u = u(x, y) 

\ v = v(x,y) 

décrit une transformation ou une application de D dans le plan (x, y) vers le plan 

(u,v). 



R est l'image de la région D par la fonction /. 

Exemple 2.5. 1. Soit f(z ) = iz. Trouver l’image du demi-plan Re(z) > 2 par f. 
Soit z = x + iy => iz = — y + ix 
Re(z) >2=>x>2 et y £} — oo, +oo[ 

f u = u(x,y) = -y ^ f v>2 
\ v = v(x, y) = x \ — oo < u < +oo 


V 


2 i 


u 


2. Trouver l’image de la droite x = 1 par la fonction f(z) = z 2 . 


2.5. Transformations complexes 
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z = x + iy — > z 2 = x 2 — y 2 + 2 ixy 


f u(x, y) = X 2 - y 2 

1 v(x,y) = 2xy 


V 


X = 1 = 7 > 


u(x,y) = l-y 2 
v(x,y) = 2 y 


— oo < y < +oo 


- =>• u = 1 — — i; 2 = 4(1 — it) =>■ v = ± 2 \/l — it 



3 . Fonction exponentielle 
Trouver l’image de la région 

{z £ C, x £ M y £]a, a + 27r[} 


Pour f(z) = e z 


e 2 = e x+ ^ = eV ÿ 


e x £]0, +oo[ 

arg e z = y £]«, a + 27r[. 


4 . Transformation homographique 
Soit 

w = 


az + b 
cz + d 


et ad — cb 0, on a 


az + b 
cz + d 


bc—ad 

a + 

c z + i 


Posons a = bc ~^ d . La transformation homographique se compose de 

i) Translation z K > Z2 = z + -. 

ii) Inversion Z2 K > Z3 = 7k 

iii) Similitude 23 77 .24 = 072.3. 

iv) Translation 24 1 — > 25 = 24 + F 

Définition 2 . 6 . Une transformation homographique est dite conforme si elle 
conserve les angles et leurs grandeurs et leurs sens. 
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2.6 Fonctions holomorphes 


Définition 2.7. Soient D C M 2 un domaine, (x'o- yo) G D et g : Z7 — >• C n/z<? 
fonction. La dérivée partielle première par rapport à x (resp. par rapport à y) de 
g en (xq, yo) si elle existe, est définie par 


Bx- Xa ' v ° ) = 

( resp. |^(x 0 ,yo) = 
ày 

Soit h = x — xq et k = y — yo alors 


lim 

X— >Xq 


lim 

y-zyo 


g(x,yo) - g{xo,y 0 ) 

X — Xq 

g{xp,y) - g{x 0 ,yo) . 
y -yo 


d Q x O'O; yo) 


lim g(x 0 + h,yo) - g(x Q ,yo) 
h — h 
r g{x 0 ,yo + k) -g(x 0 ,y 0 ) 
k-> o k 


Définition 2.8. Une fonction g est dite de classe C 1 sur D si elle admet des déri- 
vées partielles premières par rapport à x et y continues sur D. 

Définition 2.9. Soit D un domaine de C et f : D — )• C. / est dite dérivable (au 
sens complexe ) au point zq G D si et seulement si la limite suivante 


lim 

2->2 0 


/O) - /(zq) 

z- Zo 


existe et finie. On note f\zf). 

Posons h = z — zq alors / est dérivable en zq 
existe et finie. 


lim f ( z o + h ) ~ /(- o) 

h — h 


Exemple 2.6. 1 . 


est dérivable dans C. 
2 . 


/ : C^C 

« /O) = 2 2 . 


/ : C->C 

z H- f(z) = z. 


n ’ est pas dérivable dans C, en effet ; 
Posons z = x + iy et zo = xq + iyo 


lim 


Z- Zo 


2 y Zq z — Zo 


lim (x - iy) - (x 0 - iyo) 
(x,y)^(x 0 ,y 0 ) (x + iy) - (x 0 + iyo) 
lim (x - Xq) - i(y - yo) 
(x,y)^{x 0 ,y 0 ) (x - x 0 ) + i(y - yo) ' 


2.6. Fonctions holomorphes 
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Fixons y = yo, 


v Z-Z 0 .. x-x 0 
iim = lim = 1. 

z^f-zo Z — Zq x^-xq X — Xq 


Fixons x = x,(), 


r z-z 0 - i(y-yo ) -, 

iim = Iim — r- = — 1. 

z^-z 0 z - Zq y^-yo Î{y — yo) 


Définition 2.10. / est dite holomorphe dans un domaine D si elle est dérivable en 
tout points de D. 

Définition 2.11. Une fonction f est dite entière si elle est holomorphe sur le plan 
complexe tout entier. 

Soit f(z ) = f{x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) 

Proposition 2.1. Si f est dérivable en zq = .xq + iyo, alors les fonctions u et v 
admettent en (xq, i/o ) des dérivées partielles premières par rapport à x et y et on a 




du . . dv . , 

-Q x i.xo h yo)= —{x Q ,yo) 


(Conditions de Cauchy-Riemann) 


Preuve. La dérivée de / au point z est donnée par 


f'W 


lim 

Az->0 


f(z + Az)-f(z) 

Az 


En supposant que f(z) = u(x, y) + iv(x, y) et Az = Ax + iAy, alors on a 


.. u(x + Ax , y + A y) + iv(x + Ax, y + A y) - u(x, y) - iv(x, y) 

Iim T r~7 

A^-s-o Ax + iAy 


La limite doit exister indépendamment de la manière dont Az tend vers 0. Ainsi, 
nous avons deux cas. 

1) Az 0 avec A y = 0 et Az = Ax. On a alors 


n») 


.. u(x + Ax, y) - u(x, y) + i [v(x + Ax, y) - v(x, y)} 

lim 

Ai— >0 Ax 


u(x + Ax,y) -u(x,y) . v(x + A x,y)-v(x,y) 

lim (- 1 lim 

Aæ-s-0 Ax Ax->0 Ax 


du .dv 
dx 1 dx 
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2)Az — > 0 avec Ax = 0 et A z = iAy. On a 

f ,( x u(x,y + Ay) - u(x,y) . v{x, y + Ay) - v{x, y) 

t (z) = lim 1- i lim 

Ay-s>o iAy Ay-m iAy 


il vient 



Ay — >0 

.du 

= b 

dy 

dv 

dy 

du dv 


dx dy 

du dv 


dy dx 



Proposition 2.2. Si les fonctions uetv admettent des dérivées partielles premières 
continues sur un voisinage de Zo = x'o+iyo et si ces dérivées satisfont aux relations 
de Cauchy -Riemann en z = z o alors f est dérivable en zq. 


Preuve. Soit w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Les dérivées et étant 
supposées continues 


Au = u (x + Ax , y + A y) — u (x, y) 

= u (x + Ax, y + A y) - u(x,y + Ay) + u (x, y + Ay) - u (x, y) 


De même 


D’ou 


( du 


\dx 


= TT - + £1 Ax + — + e 2 ) Ay 


du 


dy 


OU (/Il 

— Ax + — Ay + e iAx + £ 2 Ay. 
dx dy 


. dv . du . 

Av = — Ax + —A y + piAx + r) 2 Ay. 
dx dy 


du ,dv\ 


f du .du 


A w = Au + iAv = - — h i— Ax + - — h i— Ay 


dx dx J 


\dy dy 


+ (ei + irji) Ax + (e 2 + irjf) Ay. 


où £i + irji — > 0 et £2 + itj 2 — > 0 quand Ax — > 0. d’après les équations de 
Cauchy-Riemann 


Aw 


( du ,dv\ 
\ rix 1 dx J 
f du ,dv\ 
Vrix dx) 


Ax + 


/ dv ,du\ 
\ dx ^ ' dx J 


Ay + eAx + y A y 


(Ax + iAy) + eAx + pA y. 


D’où, en divisant par Az = Ax + iAy et faisant tendre Az vers 0, on voit que 


2.7. Opérateurs différentiels complexes 
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Exemple 2.7. 


f{z) = z = x-iy 
u(x,y)=x, etv(x,y) = -y 

z^{xo,yo) = 1 + x 0 ,y 0 ) = - 1 . 

dx dy 

=> f(z) = z n’est pas dérivable. 


Remarque 2.3. Soit z = x + iy alors 


donc 


z + z 

x = , y 

2 


z — z 

2i 


d_ 

dz 

d_ 

dz 


d dx d dy 

dx dz dy dz 

d dx d dy 

dx dz dy dz 


1 

' d .d' 

2 

dx dy 

1 

' d d' 

I n 

2 

dx dy 


Proposition 2.3. Soit f une fonction de classe C 1 sur un domaine D (en tant que 
fonction des deux variables x et y), alors 

d f 

f est dérivable au point zq G I) — (zq ) = 0 . 

dz 


Exemple 2.8. 


f(z) = z 
-rjz(Z0) = 1 / 0 , 

ainsi f n ’ est pas dérivable. 

Proposition 2.4. Si f est une fonction dérivable à valeurs réelles dans un domaine 
D : f : D C C — > M alors f est constante. 

2.7 Opérateurs différentiels complexes 

On définit les opérateur V et V par 


V = 

d 

d 

n d 

dx ^ 1 dy 

~ 2 dz 


d 

d 

n d 

V = 

dx dy 

~ 2 dz 
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Soit F(x, y) une fonction de classe C 1 et h(x, y) = u(x, y)+iv(x , y) une fonction 
complexe différentiable de x et y. 

En coordonnées conjugées, on 


F(x, y) = F{ Z -^, = G (z, z), h(x, y) = B(z, z). 

1. Gradient. Nous définirons le gradient d’une fonction réelle (scalaire) par 

, „ dF dF dG 

grad F = VF = — + t— = 2— 
dx dy dz 

De la même façon, on définit le gradient d’une fonction complexe h = u + 
iv, (vecteur) comme 

8 d 

grad h = Vh = (— — \-i—)(u + iv) 
ox oy 

du dv du dv 

dx dy 1 dy dx 

En particulier, si la fonction B est dérivable de z, alors = 0 et le gradient est 
nul ( car les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées). 

2. Divergence. Nous définirons la divergence d’une fonction complexe (vecteur) 
par 

div h = Re{Vh) = ^ + ^ = 2Re{^—} 
dx dy dz 

3. Rotationnel. Nous défin ir ons le rotationnel d’une fonction complexe par 

, — dv du dB 

rot h = ImÇVh) = — = 2Im {-—~ } 

dx dy dz 

4. Laplacien. On définit l’opérateur de Laplace ( ou Laplacien) par 


= d 2 


d 2 




Définition 2.12. Soit D C M 2 un domaine et u : D — » C. La fonction u est 
harmonique dans D si elle y admet des dérivées partielles d’ordre deux continues 
qui y satisfont l’équation de Laplace : 



Exemple 2.9. La fonction u : (x. y) x 2 — y 2 + 2 xy est harmonique. En effet, 


V 2 u(x, y) 


d 2 u 

dx 2 


(x, y) + 


d 2 u 

dy 2 


(x,y) 


= 2 - 2=0 


2.8. Analycité 
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2.8 Analycité 

Définition 2.13. Une fonction f est dite analytique en un point si elle est dérivable 
dans un voisinage de ce point. 

Exemple 2.10. / : z i — y \z\ 2 est dérivable seulement en 0, et elle n’est analytique 
en aucun point. 

df 

f{z) = \z\ 2 = zz => — (z) = z = 0 <^=^> z = 0. 

Critère de non analycité 

Si les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas vérifiées en un point z E D 
alors elle ne peut pas être analytique. 

Définition 2.14. Une fonction f est C-analytique sur un domaine D si et seulement 
si 


Vzo E D , 3R > 0, 3{a n } n6 N C C telles que 

OO 

/O) = ^ a n(z - z 0 ) n , avec \z - z 0 | < R. 

n = 0 

Remarque 2.4. Soit D un domaine de C et f = u + iv : I) H> C. Si u et v vérifient 
les conditions de Cauchy-Riemann en tout point de D (i.e. f est holomorphe sur 
D ) / est analytique clans D. 

Exemple 2.11. 1. z i->- e z est analytique sur C et -jr(e z ) = e z . 

2. La branche principale du logarithme complexe 

z i->- ln(z) = ln \z\ + iArg(z), —it < Arg(z ) < tt. 

est analytique dans C \ (] — oo, 0[), et on a ^(ln (z)) = 

Proposition 2.5. Soit D un domaine de C, zq E C et f une fonction analytique 
sur D, on a alors l’équivalence entre les propriétés suivantes : 

1. fest nulle sur D, 

2. f est nulle sur un voisinage de zq, 

3. f ( 20 ) = 0 pour tout n E N. 

Corollaire 2.1. Si f et g sont analytiques sur le domaine D et si f = g sur un 
ouvert alors f = g sur D. 

2.9 Exercices 

Exe rcice 2.1. Calculer les limites suivantes si elle existent : 

z 2 -* 2 n M 2 z (2z + 3)(z-l) 

= U, lirri , lirri - — -, lirri . 

z -¥ 0 z z-> 0 \z\ z—ï—2i Z 2 — 2z + 4 


lim 

z-r 0 


z 
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Solution 


Calculer les limites suivantes si elle existent : 

—2 2 

1. lim^o z ~Z z = 0, car si on pose z = x + iy alors z — > 0 <t=>- (x, y ) — > 
(0,0), et 


z * 2 * 4 * * -z 2 


—Aixy 

z 


x + iy 


Mxy\ 4| xy\ 

V x2 + y 2 ~ Vv 2 


< 4|x| — > 0, quand ( x,y ) — >• (0,0). 


Autre méthode : 

Si on pose z = re %e alors z — > 0 r — > 0 et 


~z 2 - z 2 r 2 e~ 2ie - r 2 e 2ie 


= r(e 3îÉI - e l6 ) — > 0, quand r — > 0. 


re 


i0 


lim - = lim — = lim z = lim (x — iy) = 0 

z—>0 Z z —> 0 Z z —> 0 (a?,?/)— >-(0,0) 


Autre méthode : 
Posons z = re 10 


\z\ 2 r 2 

lim = lim — ^ = lim re~ lS = 0 

z— > o z r—>o re™ r— 


3. lim z ^o A n’existe pas, en effet ; 


lim - — - = lim 
z — ^0 \z\ z — >-0 


x + iy 
sjx 1 + y 2 ’ 


fixons y = 0, 


lim - — r = 
z-5-0 \z\ 


lim 

(æ>t/)-K0,0) Vï 2 


= lim rr 

æ-s>0 X 


n’existe pas car 


lim - — - = 1, et lim - — - = — 1. 
X-5-0+ \x\ æ-s>0~ \x\ 


Autre méthode : 
Posons z = re ie 


lim A = lim — = lim e ie 

z —> 0 \z\ r — >0 r r-»- 0 


ainsi, la limite dépend de 9 donc elle n’existe pas. 

4. 


lim + 

z— >•— 2z z 2 — 2z + 4 2 4 
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Exercice 2.2. 1. Montrer que la fonction u(x, y) = x ™+ y i n’a pas de limite 
quand (x,y) (0,0). 

2. Montrer les formules suivantes 

cos (iz) = cosh(z), sin(iz) = isinh(z). 

3. Montrer que sin(z) et cos(z) ne sont pas bornées dans C. 


Solution 


1. La limite de u(x. y) = x -i^ y2 quand (x, y) — > (0, 0) n’existe pas, en effet ; 
si on pose y = x on obtient 


lim 

(z>y)-Ko,o) 


u(x, y) = lim — 
x->-o x 


2 



1 

2 ’ 


et si on pose y = — x on obtient 


lim 

0»:,î/)-KO,O) 


u(x, y) = lim 


—x 


x— >0 X 2 + X 2 


1 

2 ' 


2 . 


3 . 


p iiz _j_ p —iiz 

cos (iz) = — 

p iiz p—iiz 

sin(iz) = — 


e z + e z 

2 


2 i 


= ch (z), 
= zsh(z). 


sin( 

» 

= sin(x + iy) = sin(x) cos (iy) 

+ cos(x) sin 

{iy) 



= sin(x)ch(y) + i cos(x)sh(y), 



cos( 

» 

= cos(x + iy) = cos(x) cos (iy) 

— sin(x) sin (iy) 



= cos(x)ch (y) — i sin(x)sh(y). 



sin( 

»l 

= \J sin 2 (x)ch 2 (y) + cos 2 (x)sh 2 (y) 




= \J sin 2 (x) ( 1 + sh 2 (y ) ) + cos 

2 (x)sh 2 (y) 




= \J sin 2 (x) + sh 2 (y) — > +oo, 

quand y — > 

+oo. 

cos( 

»l 

= \J cos 2 (x)ch 2 (y) + sin 2 (x)sh 2 (y) 




= yj cos 2 (x) ( 1 + sh 2 (y) ) + sin 

2 (x)sh 2 (y) 




= v/cos 2 (x) + sh 2 (y) — > +oo, 

quand y — y 

+oo 
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Ainsi les fonctions sinfz) et cosm ne sont pas bornées sur C. 


Exercice 2.3. Calculer 

1) sin(l-i), 2) ln(-l), 

6) arcsin(i), 7) (cos(ï))*, 


3) 2% 4) ln(l + t), 5) i\ 

8) (-l) v ' 5 . 


Solution 


1. 


sin(l — i) = sin(l) cos(i) — cos(l) sin(i) = sin(l)ch(l) — i cos(l)sh(l). 
2. Le logarithme complexe d’un nombre complexe z est donné par 

ln(z) = ln \z\ + i arg (z) + 2kni, k G Z, 


donc 


ln(— 1) = ln | — 1| + i arg(— 1) + 2kiri = (2 k + 1)7tï, k G Z. 


3. 

4. 


2* = e îln2 = cos(ln2) +zsin(ln2). 


ln(l + ï) = ln |1 + i\ + i arg(l + i) + 2kiti = ln(\/2) + + 2/c7ri, A: G Z. 

5. 

j* _ e *ln(i) _ e i(ln(|î|+iarg(i)+ 2 fc 7 Tî) _ g-f- 2 fc 7 r ^ |, £ ^ 

6. On a arcsin(z) = — i ln(zz + \/l — z 2 ), donc 

arcsin(i) = — iln(?'i + ^/l — i 2 ) = — iln(— 1 + y/2). 


7. 

(cos(i))* = (ch(l))* = e îln( ' ch< ' 1 ^ = cos(ln(ch(l))) + i sin(ln(ch(l))). 


8 . 

(- 1 )^ = e V5ln(-l) = e V2(2fc+l)7ri ; k £ 

Exercice 2.4. Résoudre dans C, les équations suivantes 

e 2 Z +4 _ 3^3 3i 

z 1 = 3 + 4i, 

e iz - (1 + i)e~ iz = i. 


2.9. Exercices 


33 


Solution 


Résoudre dans C, les équadons suivantes 
1 . 

22+4 _ 


= 3\/3 + 3 i 

2z + 4 = ln(3v/3 + 3i) = ln(|3\/3 + 3i|) + i arg(3\/3 + Si) + 2km, fceZ 


2z + 4 = ln(6) + i — f- 2km, fceZ 
6 

1 7 T 

=> z = - ln(6) — 2 + i— + km, k£ Z. 

2. Soit l’équation z 2 = 3 + Ai. 

Posons z = x + iy, alors 

x 2 — y 2 = 3 
2xy = 4 
x 2 + y 2 = 5 

en résolvant ce système on trouve z = ±( 2 + i). 

Autre méthode : 

z 2 = 3 + Ai = 4 - 1 + Ai = 2 2 + i 2 + 2.2.* = (2 + i) 2 =► z = ±(2 + i). 

3. Soit l’équation e xz — (1 + i)e~ lz = i. 

e iz - (1 + i)e~ iz = i <=> e 2 ^ - - (1 + i) = 0, 

posons X = e lz , on obtient 

X 2 - iX - (1 + i) = 0, 

A = 3 + Ai, 

X] = 1 + i, X 2 = —1 
=► e iz = 1 + i V e iz = -1, 

=> iz = ln(l + i) V iz = ln(— 1), 

=> iz = ln(\/2) + i— + 2£;7ri V iz = (2/c + l)7ri, k £ Z, 

=> z = —i ln(\/2) + — + 2/c7t V z = (2k + l)7r, k £ Z. 


Exercice 2.5. Montrer que 


arctan(z) = — [ln(i + z) — ln(i — z)]. 


Solution 
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Montrons que arctan(^) = |[ln (i + z) — ln(z — z)\, on a 


z = tan(ic) 
=>■ 

=>■ 

=» 

=> 

=> 


• / \ e —e -i iw 

sin (w) 2 ï 1 e ~ e 

COS (w) e ,w +e- xw j e lw + e 

iz(e iw + e ~ iw ) = e iw - e~ iw 
e iw (iz- 1) =e~ iw (-iz- 1) 
e iw (z + i) = e-^t-z + i) 


e 2 ™ = 


i — z 


i + z 
i — z 


2 iw = ln 

g + z / 

2 iw = ln(* — z) — ln(z + z) 
w = — [ln(i — z) — ln(i + z) 

Zj i 
2 

w = - [ln(i + z) — ln(i — z)} 


—iw 


—iw 


Exercice 2.6. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont holomorphes 

f(z) = Im(z), f(z) = e z , f(z) = z 2 + 5iz + 3-i, 
f(z) = (Re(z)) 2 . 


Solution 


/(*) = Im{z) = z -^- 

g W = -i # 0V 26 c. 

Donc / n’est pas holomorphe sur C. 

2 . 

m = e " 

%{z) = e " gO \/z G C. 
oz 

Donc / n’est pas holomorphe sur C. 

3. 

f(z) = z 2 + 5iz + 3 — i 
d f 

— (z) =0 \/z G C. 
oz 

De plus / est différentiable (de classe C 1 ) sur C, ainsi / est holomorphe sur C. 
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Autre méthode : 
posons z = x + iy, donc 

f(z ) = z 2 + 5iz + 3 — i 

= (x + iy) 2 + 5 i(x + iy) + 3 — i 
= x 2 — y 2 + 2 ixy + 5 ix — 5y + 3 — i 
=> u(x, y) = x 2 — y 2 — 5y + 3, et v(x, y) = 2 xy + 5x — 1. 


Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées car : 


du 

dx 

du 

Ôy 


(x, y) = 2x et 


dv 

dy 


{x,y) = 2x, 


(x,y) 


dv 

5 et g^(x,y) = 


2y + 5, 


De plus u et v sont différentiables (de classe C 1 ) sur M 2 , ainsi / est holomorphe 
sur C. 

4. 

f(z) = ( Re(z )) 2 = (^—^j 
1=0) = \{z + z) = Re(z). 

Donc / n’est pas holomorphe sauf aux points z tels que Re(z) = 0 . 

Autre méthode : 

Posons z = x + iy, donc 

f(z) = (. Re(z )) 2 = x 2 
=> u(x,y) = x 2 , et v(x,y) = 0. 


Les conditions de Cauchy-Riemann : 


du 

dx 

du 

dy 


(x,y) = 2x et —(x ,y) = 0, 
dy 

dv 

{x,y) = 0 et T^[x,y) = 0, 


Donc / n’est holomorphe qu’ aux points z tels que Re(z) = 0 . 

Exercice 2.7. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont analy- 
tiques 

f{z ) = <ze z , f(z) = zz 2 , /(z) = sin(3z). 


Solution 
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1. Soit la fonction f(z) = ze z , 

f(z ) = ze z = (x + iy)e x+iy = (x + iy)e x ( cos y + i sin y) 

=>■ u(x,y) = e x (xcosy — y sin y), et v(x, y) = e x (y cos y + x sin y). 


Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées V 2 G C car : 


du 

dx 

dv 

dy 

du 

dy 


(x,y) 

(x,y) 

(x,y) 


dv 

dx 


(x,y) 


Donc / est analytique sur C. 
2. Soit la fonction f(z) = zz 


= e x ((x + 1) cos y - y sin y), 

= e x ((x + 1) cos y - y sin y), 

= e x (—(x + 1) sin y — y cos y), 
= e x ((x + 1) sin y + y cos y). 

2 


df 

dz 


(*) 


= 2 


/ n’est dérivable qu’au point 2 = 0, donc / n’est pas analytique en aucun point. 
3. Soit la fonction f(z) = sin(32), 

Posons 2 = x + iy, donc 


f(z) = sin(32) = sin(3x + 3 iy) = sin(3x) cos(3iy) + cos(3x) sin(3fy) 
= sin(3x)ch(3y) + i cos(3x)sh(3y) 

u(x, y) = sin(3x)ch(3y), et v(x, y) = cos(3x)sh(3y). 


Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées V2 G C car : 


du 

dx 

dv 

dy 

du 

dy 

dv 

dx 


(x, y) = 3 cos(3x)ch(3y), 
(x,y) = 3 cos(3x)ch(3y), 
(x,y) = 3 sin(3x)sh(3y), 
(x,y) = — 3sin(3x)sh(3y) 


Donc / est analytique sur C. 


2.10 Exercices supplémentaires 


Exercice 2 . 8 . Montrer que si l’on passe des coordonnées cartésiennes ( x , y) 
aux coordonnées polaires (r, 6), les conditions de Cauchy-Riemann prennent 


la forme fy- = - 757? et ^ = 

or r 06 or 


1 dP 
r dO 
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Exercice 2.9. Montrer que le module et l’argument de la fonction analytique 

f (z) = R ( x , y) exp ( x , y) sont liés par les relations ^ = R^j et 

dR n W 

Qy ~ dx • 

Exercice 2.10. Trouver la fonction analytique w = f ( z ) si l’on connaît 
sa partie réelle u = 2 (coshæsiny — xy ) et compte tenu de la condition 

f (0) = 0. 

Exercice 2.11. Quelles sont les conditions nécéssaires pour que le trinôme 
u = ax 2 + 2 bxy + cy 2 soit une fonction harmonique ? 

Exercice 2.12. Trouver toutes les fonctions harmoniques de la forme u = 
f ( x 2 + y 2 ) qui diffèrent d’une constante. 
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3.1 Intégrales curvilignes complexes 

Définition 3.1. Soit D C C un domaine. On appelle arc dans D une application 
dérivable 


7 : [a, b] -» D 
t ^ 7 (*) 

7 (a) = A et 7 (b) = B sont appelés l’origine et l’extrimité de l’arc 7 respective- 
ment. 


A 
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Définition 3.2. La réunion d’arcs est une application dérivable par morçeaux dite 
chemin : 


7 = U UCi 



On décrit les points de l’arc au moyen de l’équation 7 (t) = z(t) = x(t) + iy(t) 
avec a <t < b. 

Exemple 3.1. les segments orimtés [zq . z\ } sont des arcs : 

7 (t) = (1 - t)zo + tzi = z 0 + t(zi - zq), 0 < t < 1. 

Définition 3.3. Un arc 7 est dit fermé ( Lacet ou contour) si son origine coïncide 
avec son extrimité. Le. 7 (a) = 7 (b). 




Exemple 3.2. Le cercle de centre zq et de rayon r est un chemin fermé 

j(t) = zo + re lt , 0 < t < 2 tï. 

Définition 3.4. Un arc est dit simple s’il ne coupe pas lui même. 

Définition 3.5. Une courbe simple et fermé est dite une courbe de Jordan . 

Définition 3.6. Soit z(t) = x(t) + iy(t ), a < t < b, une paramétrisation qui 
décrit un arc 7. Si x(t) et y(t) sont de classe C 1 sur [a, b] alors 7 est appelée arc 
différentiable. 

La longueur de l’arc 7 est 

L( 7 ) = f \z'{t)\dt 
J a 


où \z'{t)\ = 1 Jx' 2 (t) + y' 2 {t). 

La longueur ne dépend pas de la paramétrisation. 
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Exemple 3.3. z(t) = re lt , 0 < t < 2ir 


z(t ) = re lt , 0 <t <2n 

x(t) = rcos(t) =>■ x\t) = — rsin(t) 

y(t) = rsin(t) =>• y'(t) = rcos(t) 


/*27T /*27T 

L( 7 ) = / y 7 (— r sin(t )) 2 + (r cos (t.)) 2 dt = / rdt = 2irr. 

J o io 


Définition 3.7. Soit f(t ) = tt(t) + û>(t), a < t < b, avec u et v deux fonctions 
réelles continues. On définit l’intégrale de f de a à b par 





v(t)dt. 


Exemple 3.4. fg(2t + i) 2 dt = J f j (4t 2 — 1 )dt + i f ( J 4 tdt = | + 2 i. 
Propriétés 3.1. 1. kf(t)dt = k J ^ f(t)dt, k G C. 

2 la (/(*) + = /a /(*) dt + /a 

2 /a f(t)dt = - fb f^) dt - 

4 • la f^) dt = la + Je /(*)*■ 


Définition 3.8. Soit / : D C C — > C une fonction continue et 7 : [o, 6 ] — > D un 
chemin. L’intégrale curviligne de f sur le chemin 7 est définie par 





Exemple 3.5. 
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Remarque 3 . 1 . 1. Si 7 = Uf =1 7 ; alors f f{z)dz = ^ / f(z)dz. 

i = 1 

2. J" f(z)dz = — J f{z)dz où 7“ es? /g chemin opposé (inverse) de 7 : 

7" : [a, 6] -7 D 

t i-7 7~ (t) = 7(0 + 6 — t). 

O/2 a 7“ (a) = 7(6) O 7“ (6) = 7(0). 

3. 


f(z)dz 


<M.L( 7), o/i M = sup |/(z)|. 

267 


Théorème 3.1 (Primitives). Soit D C C domaine et f : I) =7 C continue alors 
f admet une primitive dans D V7 C D chemin fermé f(z)dz = 0 . 

Exemple 3 . 6 . 1. f — où 7 est le cercle de centre 0 et de rayon r. 

7 (t) = re lt , 0 < t < 2i r, 

7 ft) = ire lt , 

f dz 
.L z 


f ‘ 2îr ire lt 


r 2ir 


re u 


dt = i dt = 2m 7^ 0, 


donc f(z) = -, n 'admet pas de primitive dans C*. 

2. Jl, où 7 est le cercle de centre zq et de rayon r. 
7 (t) = zo + re lt , 0 < t < 2i r, 

7 '(i) = ire* 4 , 

r dz r2n r27r 


f 2n ire ü , f 1 

/ — ït dt = l 

Jo re Jo 


dt = 27TÏ. 


J-y Z - z 0 

3. J ’ 7^^ > n \ où y est le cercle de centre zq et de rayon r. 

7 (t) = zo + re lt , 0 <t <2 tt 
7 '(t) = ire* 4 

= f 2 ’ _ ir -n» f 2 ” [, 

(z - z 0 ) n J 0 (ré lt ) n J 0 1-n l 




- 2tc 
. 0 


n+1 


1 — n 


0 i(l-n) 27 r _ ^ 


= 0 


3.2 Lien entre intégrales curvilignes et intégrales doubles 


Théorème 3.2 (Théorème de Green). Soit D une partie de M 2 bornée par un che- 
min simple et fermé 7 orienté positivement par rapport à D. Soient u et v deux 
fonctions de classe C 1 dans D. Alors on a 

( dv du\ f , , 

1 77 77- dxdy = / udx + vdy. 

D \dx oy J J 
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Exemple 3 . 7 . Vérifier la formule de Green pour l’intégrale 

/ ( x 2 - 2 xy)dx + (y 2 - x 2 y)dy, 

J'y 

où 7 est le carré de sommets (0, 0), (2, 0), (2, 2) et (0, 2). 

/ = / +/ +/+/• 

7 7 7 7 j J 72 7 73 7 74 

Sur 7i y = 0 , dy = 0 , cf 0 < x < 2 , 

f (x 2 — 2 xy)dx + {y 2 — x 2 y)dy = f x 2 dx = 

J 71 7 0 3 

Sur 72 x = 2 , dx = 0 , et 0 < y < 2 , 

[ (. x 2 - 2 xy)dx + (y 2 - x 2 y)dy = [ {y 2 - Ay)dy =7-8, 

J 72 70 'J 

Sur 73 y = 2 , dy = 0 , c? 0 < x < 2 , 

f (x 2 — 2 xy)dx + (y 2 — x 2 y)dy = f (x 2 — 4 x)dx = — ^ + 8, 

7 7 3 72 3 

74 x = 0, dx = 0, c? 0 < y < 2, 


'74 


(y — 2xy)dx + (y -xy)dy= y dy = 


donc 


J ( y 2 - 2xy)dx + (y 2 - x 2 y)dy = ^ + jj-8-jj + 8- ^ = 0. 


'7 

En utilisant la formule de Green on a 

f 2 z-2 


/ (y 2 — 2xy)dx+(y 2 — x 2 y)dy = / (— 2xy+2x)dxdy = 2 / xdx / (— y+l)dy 

7 7 7o 70 70 70 


= 2 


'0 70 

r 2i 2 r 2 n 2 

1 r V , n 
2 y 


x 

y 


J 0 L 


= 2 . 2(— 2 + 2 ) = 0 . 


J 0 


3.3 Intégration des fonctions analytiques 

Définition 3 . 9 . Soit D un domaine de C, le bord ( la frontière) ÔD de D se répartira 
comme suit : 

• Une courbe extérieure. 

• k — 1 courbes intérieures (k > 1 ). 

Lorsque k = 1 on dit que le domaine D est simplement connexe. 

Lorsque k > 1 on dit que le domaine D est multiplement connexe. 
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D 


C 


Figure 3.1 - Simplement connexe 


D V 

C 2 



Figure 3.2 - Multiplement connexe 


Remarque 3.2. Un domaine simplement connexe ne comporte aucun trou. 

En 1825, le mathématicien Louis-Augustin Cauchy prouve l’un des théorèmes 
les plus importants de l’analyse complexe. 

Théorème 3.3 (Théorème de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur un 
domaine simplement connexe D avec f soit continue dans D, alors 


où 7 est un chemin fermé (Lacet) quelconque inclus dans D. 

La démonstration est une conséquence directe du théorème de Green (théorème 
3.2) et des conditions de Cauchy-Rieman (proposition 2.1). 


Preuve. Supposons que /' est continue dans le domaine D. Alors si f = u + iv, 
on sait que les dérivées partielles sont continues. D’autre paît, on a 



7 
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= / u(x,y)dx — v(x,y)dy + i / v(x,y)dx + u(x,y)dy 
J ' y J ' y 


dv du\ 


' \ ~ TT ) dxdy + i [ [ {^r~^r\ dxd y 

D \ dx oy J J J D \dx dy‘ 


Puisque la fonction / est analytique dans D, alors les fonctions a et v vérifient les 
conditions de Cauchy-Rieman dans tout point de D. Ceci implique que 


f f(z)dz = 0. 

J'y 


En 1883 , le mathématicien Edouard Goursat prouve que la condition que f soit 
continue n’est pas nécessaire. 

Exemple 3.8. Soit où y un chemin fermé dans C alors 

f e z dz = 0 

J'y 

car la fonction z H» e“ est holomorphe dans C. 

Proposition 3.1. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine simplement 
connexe D. soient 71 et 72 deux chemins dans D ayant les mêmes extrimités, alors 


'71 


f(z)dz = I f{z)dz 
J 72 


L’intégrale dépend des extrimités. 

Proposition 3.2. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine simplement 
connexe D, alors f admet une primitive F dans D, et pour tout chemin 7 : [a, 6] — > 
D on a 

[ f(z)dz = F (y (b)) - F (y (a)). 

J'y 

En particulier, si 7 est fermé (y (a) = y (b)) alors 


f f{z)dz = 0. 
J 


Conséquence 3.1. Soit D C C un domaine simplement connexe borné par un 
chemin orienté positivement par rapport à D. 

Si f est holomorphe dans D et continue sur D U 5 D alors 



f(z)dz = 0. 
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Intégration complexe 


Théorème 3.4 (Généralisation du théorème de Cauchy). Soit D C C un domaine 
borné par un nombre fini de chemins orientés positivement par rapport à D : 5D = 
7 i U (Uf =2 7 j). 

Si f est holomorphe dans D et continue sur D U ô D alors 


et on a 



f(z)dz = 0, 



c» 

72 73:: Wk 7n y 


71 


3.4 Formule intégrale de Cauchy 


Théorème 3.5 (Formule intégrale de Cauchy (F. I. C.)). Soient f une fonction 
holomorphe sur un domaine simplement connexe D, et zq G D. Alors on a pour 
tout chemin simple et fermé 7 orienté positivement par rapport à D et entourant 


zo 


f(z 0) = 


d- / «ÎU. 

2m J 1 z - Zq 


Exemple 3.9. 1. f ffjd.z et 7 : le cercle de centre 0 et de rayon 2. 


m 


= e z , z Q = 1, /(l) = e, 

c z 

-dz = 2ttî/(1) = 27 rie. 



z 2 —4z+4 
z-\-i 


dz et 7 ; le cercle de centre 0 et de rayon 2. 


/(*) 



- 4 ^ + 4 , z 0 = —i, f(—i ) = 3 + Ai, 
— 4 z 4 

: dz = 27 = 27 T 7(3 + Ai). 


7 
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Théorème 3.6 ( F. I. C. pour les dérivées d’ordre supérieur). Soient f une fonction 
holomorphe sur un domaine simplement connexe D, et Zq G J). Alors on a pour 
tout chemin simple et fermé 7 orienté positivement par rapport à D et entourant 


zo 



Exemple 3.10. 1. f prpppzdz et 7 : le cercle de centre 0 et de rayon 1. 

Z+l 


Z+l 


Z + l 


z+'2i 


z 4 + 2iz 3 z 3 (z + 2i ) 
— 2 i est à l’extérieur du cercle 7 donc on pose 

z + l 


m = 


z + 2i ’ 


z 0 = 0 , 


f"(z) = 


J'y ~ 

2-4 i 
(z + 2 i) 3 


Z+l r\ 

ffi* = 0 ). 


/"(O) = 


2 + i 


z + l 2iri 2 + i -k 7 r . 

z 4 + 2iz 3dZ = ~2\ 4 = “4 + 2 1 ' 


3.5 Conséquences et applications 

Théorème 3.7 (Théorème de Moréra). Soit f une fonction continue dans un do- 
maine simplement connexe D. Si pour tout chemin fermé 7 dans D, ji f(z)dz = 0 
alors f est holomorphe dans D. 

Preuve. La condition V 7 C D, fl f{z)dz = 0 est équivalente à l’existence 
d’une primitive de / dans D, à savoir F(z) = ff Q f(s)ds, zo est fixé arbitrairement 
dans D i.e. Vz € D, F'(z ) = f(z) donc F est holomorphe dans D, ainsi F est 
C-analytique dans D ce qui implique que / est C-analytique dans D. 

Théorème 3.8 (Théorème de Liou ville). Si f est holomorphe sur C et \ f\ < M 
alors f est constante. 

Preuve. Soit z € C, 




f(s) 

(s-z) 


n + 1 


dz 


fin) 


ni 

2n 


f(s) 

(s-z) 


n + 1 


dz 


n\ M 

< -r —2tt r 


2ir r n+1 
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Intégration complexe 


7 est un cercle |s — z\ = r, alors 


f {n) (z) 


ni , , 
< — M, 


pour n = 1 , on a 


\a4:<™' 


si r — > +oo, alors f'(z) = 0. Donc / est constante. 

Théorème 3.9 (Théorème de d'Alembert). Si P(z) est un polynôme de degré n, 
alors l’équation P{z ) = 0 admet n racines dans C. 


Preuve. Posons P(z) = a n z n + . . . a\z + ao où n > 0 et a n / 0. 

Supposons par l’absurde que Mz G C, P(z) / 0 alors la fonction h(z) = 
est holomorphe dans C, de plus 


h(z) 


1 


a n z n + . . . + ai z + ao 

1 1 

z n a n + a n -iz~ l + . . . + +a 0 z~ n 


0 , quand z — > +oo 


i.e. Ve > 0, 3R > 0 tel que \z\ > R =3- \h(z)\ < e, cela signifie que h(z) est 
bornée dans C \ D( 0, R), d’autre part h est continue dans D( 0, R), elle est donc 
bornée dans D{ 0, R), et par suite h est bornée sur C donc d’après le théorème de 
Liouville h{z) est constante donc P(z) est constante(contradiction). 

Donc P(z) admet au moins une racine z\ G C, d’où P{z ) peut s’écrire P(z) = 

( z — zi)Q(z), avec degQ(z) = n — 1, ainsi on peut montrer sans peine que P(z) 
admet n racines dans C. 

Théorème 3.10 (Principe du maximum). Soit D un domaine de C, toute fonction 

holomorphe dans D possédant un maximun local dans D est constante sur D. 


3.6. Exercices 
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3.6 Exercices 

Exercice 3.1. Calculer les intégrales suivantes 

1) / ~zdz , où 


/\ 7 ! 7 

— ► _ 


-1 



.1 


2) / zdz, 7 est le segment de droite [0, 2 + *] 


3 ) —dz, 7 est le segment de droite [1, 2 + «]. 


4) 


(1 + i — z) : 


i-dz, 7 est le cercle |z — (1 + i)| = 2. 


5) / Re(z)dz, 7 est le cercle | z | = 1. 




Solution 
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Intégration complexe 


1 . 


a) 


b) 


71 (t) = it, — 1 < t < 1, 

Vl(*) = h 


J zdz = J 'yi(t)'y[(t)dt = j {-it){i)dt = j tdt = \^—] 1 _ l = 0, 


3vr . . . vr 


l 2 {t) = e\ -, 

72 (*) = ie", 


3tt 

2 


3tt 

2 


zdz = / l 2 {t)l 2 {t)dt = e lt ie lt dt = i dt = —in 


'72 


2 . 


7(t) = z 0 (l - t) + z\t, 0 < t < 1 , 
zq = 0, zi = 2 + i, ainsi 7(t) = (2 + i)t, 


7 '(*) = 2 + t, 

/ zdz = / 7(t)7 / (t)dt = 

d^ do 


z* 1 

(2 — ï)t{2 + i)dt = 5 / tdt = 5[— ]q 


3. 


-dz 

z 


7(t) = z 0 (l - t) + zit, 0 < t < 1, 

zq = 1, zi = 2 + i, ainsi 7 (t) = 1 — t + (2 + ï)t = 1 + t + it, 


V(t) = 1 + i, 


1 


■7 ’(t)dt = 


i + i 


-dt 


do 7(d) do 1 + (1 + i)t 

= [ln(l + (1 + i)t)]o = ln(2 + i) - ln(l) = ln(2 + i). 


Remarque : Ici ln désigne la détermination (branche) principale du logarithme. 


4. 


IO I CN 
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7 (t) = zo + re lt , 0 < t < 2n, 

zo = 1 + i, r = 2, ainsi 7 (t) = 1 + i + 2e lt , 

i{t) = 2 lie", 

f z = r 2 * 7 (t) 

J(l + i-z)* Jo (1 + ï — j(t)) 2 


7 ' (t)dt = 


r2-K 


(1 + i + 2e lt )2 ie lt dt 
(1 + i — (1 + i + 2 e ®*)) 2 


f27T 


(1 + i + 2e lt )2ie lt dt _ i 


r'2-rr 


4 g2 it 


(1 + i + 2 e î4 )e lt dt 


r 2ir 


9 1 ((1 + 0 e * + 2)dt — - 

z J 0 z 


(1 + 0 - 


o —it 


—l 


2 ?r 


+ [2 t]f = 2m. 


J 0 


5. 


7 (t) = zo + re**, 0 <t < 2 i r, 

zo = 0, r = 1, ainsi 7 (i) = e* 4 , 

V(t) = ie tt , 

! * /* 27 r 

/ Re{z)dz = / Re('y(t))'y l (t)dt = 
J 7 J 0 

r-2?r 


f27T 


'0 


7(t) + 7(t) y«)Æ 


6 . 


'0 


2 - 7 T I ^ ri 

= - (e 2lt + l)rit = - 

2 2J 0 y J 2 


v e 2 it n2» 




= Z 7 T. 


J 0 


/ zzdz = / zzdz + / zzdz, 
J 7 •'Tl •'72 


Ainsi 


zzdz = 


' 7 l 


'72 


7 i(t) = iüe * 4 =7- 7 i(t) = iRe ü , 

72 (i) = i 72 (t) = 1 

/*7T /*7T 

/ (Re it )(Re~ ü )iRe it dt = iR 3 e ü dt. 

J 0 70 


zzdz = 


iÆ 3 

f 

J -R 


= R 3 (e in — e°) = —2R?. 


J 0 


t 2 dt = 


J -R 


2 -, 
= 3 *- 


'7 


z~zdz = -2 R 3 + -Æ 3 = --Æ 3 . 

3 3 
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Intégration complexe 


7. 


/ \z\~dz= / \z\ 2 dz+ / \z\ 2 dz + / \z\ 2 dz, 

'7 7 7i 7 72 7 73 


7i(t) = (1 — t) + it, 0 < t < 1, 

72 (t) = it, t varie de 1 à 0, 

73 (t) = t, 0 < t < 1, 

/ |z| 2 dz = (i — 1) / ((1 — i) 2 + i 2 )dt = (i — 1) / (1 — 2t + 2t 2 )dt 
J 71 «/O 0 


= (*-l) 

rO 


t - r + -r 

o 


j 0 


Izndz = i t 2 dt = i 


J 72 

/ 

J 'Y3 

Ainsi 


1 3 

3 É 


0 
J 1 


= ^-ir 


z 

3’ 


Izrdz = / t 2 dt = 


1 3 

3* 


1 

J 0 


' 2, , i 1 i, 

zzaz = -{i — 1) 1 — = — (i — 1). 

3 V ' 3 3 3 V ' 


Exercice 3.2. Calculer les intégrales suivantes 


dz 


l\z\=4 Z 2 + 1' 


r e z dz 

l\z\=2a Z 2 + a 2 ’ 


'M=i *(* - !) 


dz, 


C0S(7TZ) 


'|z|=2 (Z + l)(z — 3) 

f 1 

/ dz, 

'|z|=i 2 3 (z - 4) 


dz, 


ze 


1*1 = 5 


|*-1|=2 (« - l) 3 

(e z - ^ 7 rz 4 )dz, 


dz, 


’\z+i\=l (z 2 + 1) : 


-dz. 


Solution 


dz 


=4 Z 2 + 1 


'1*1=4 


1 

2ï 


f dz 
' |z|=4 z ^ 


1 f dz 

2 i j 1 2 1 =4 z + î‘ 


1. 
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On sait que la fonction f(z ) = 1 est holomorphe à l’intérieur du cercle \z\ = 4, 
alors l’application de la formule intégrale de Cauchy (F.I.C.) à la fonction f(z ) = 1 
en zq = i et en zq = —i donne 


[ ^-dz 
J\z\=4 z ^0 


[ JW-iz 

J\z\=4 z z 0 



= 2ïïif{ï) = 2^ ri, 


dz 

|*|=4 z + i 


= 2n vif(-i) = 2'ïïi. 


Ainsi 



1 i dz 1 i dz 

2 i J\ z | =4 z-i 2 i J\ z \ =i z + i 


— (2'ïïi) 
2 i K ’ 


1 

2 i 


(2r ri) = 0 


2 . 


e z dz 

=2n. Z 2 + O 2 


* |z|=2a 


1 i e z dz 1 i e z dz 
lia J\z\=2a z-ia 2 ici J z ... :2a z + ia ' 


On sait que la fonction /(z) = e 2 est holomorphe à l’intérieur du cercle \z\ = 2a, 
alors l’application de la formule intégrale de Cauchy (F.I.C.) à la fonction f(z) = 
e z en zq = ia et en zq = — ia donne 


f Æ 

l\z\=2a z — z 0 

f(z) 


-dz = 


p z d z 

— = 27 Tif(ia) = 2ïïie ia , 


Ainsi 


’\z\=2a z — z 0 


e z dz 


dz = 


’\z\=2a z ta 

p z dz 

— = 2ïïif(—ia) = 2ïïie~ 


’\z\=2a Z + ia 


1 


’\z\—2a Z Z + a 


e z dz 1 i e z dz 

2 ia J\ z \=2a z-ia 2 ia J\ z \ =2a z + ia 

1.1 r? 

= — (2ïïie ia ) (27n'e _îa ) = — sin(a). 

2 ia 2 ia a 


3. Posons f(z) = alors / est holomorphe à l’intérieur du cercle \z\ = \(1 
n’appartient pas) alors d’après F.I.C. 


-dz = 


^-dz = 2ïïif(0) = 27 ri(— e u ) = —27 ri. 


!\ z \ = iz(z-l) J\ Z \=l z 


Autre méthode : 






e 


Z 


z- 1 


dz 



— dz 

z 
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Intégration complexe 


-pj est holomorphe à l'intérieur du cercle \z\ = ^ donc d’après le théorème 
de Cauchy jdz = 0, 

e z est holomorphe à l’intérieur du cercle \z\ = ^ donc d’après F.I. de Cauchy 
f , ,_i —dz = 2irie°, ainsi 

J \ z \ — ô Z 


h*\=\ z ( z ~ ^ 


dz = 0 — 27 rie 0 = —27 ri. 


4. Posons f(z ) = alors / est holomorphe à l’intérieur du cercle \z\ = 2 


(3 n’appartient pas) alors d’après F.I.C. 

f cos(7T2) 


'kl 


=2 ( z + 1)(~ — 3) 


dz = 


COs(7Tz) 

z-3 
=2 z + 1 


'kM 


dz = 2irif(— 1) 


Autre méthode : On sait que 
1 


œs( — 7r) —1 Tïl 

= 27T2 = 2iri — = — . 

-1-3 -4 2 


11 11 

+ T- 


(2 + l)(z-3) 42 + 1 4 2 — 3’ 


alors 


COs(7T2) 


'kl 


=2 + l)(z — 3) 


dz = — ^ 


cos (ttz) , 1 

„ , —T dz +~, 

4 J |z|=2 ^ + 1 4 

1 7T2 

= — -27TCOS( — 7TJ + 0 = — . 


f COs(7T2) 

>1=2 z-3 


dz 


dont on a utiliser la F.I.C pour la première intégrale et le théorème de Cauchy pour 
la deuxième. 

5. La formule intégrale de Cauchy pour les dérivées succéssives d’une fonction 
holomorphe / sur un domaine simplement connexe D est : 

Pour tout chemin fermé 7 dans D entourant 20 on a 

On sait que la fonction f(z) = ze z est holomorphe sur C alors 

27 xi 


ze 


ïdz = -~7-f (1), 


J\Z- 1|=2 (z - l) 3 ~ 2! 

f\z) = (z + l)e*, f"(z) = {z + 2)e z =7 /"( 1) = 3e, 

f , = >3e = 3e*i. 

4-11=2 (21 - l) s 2! 
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6. On sait que la fonction f(z) = — ^ est holomorphe à l’intérieur du cercle 
z\ = 1 alors 



-77 = 

z 3 (z — 4) 



1 

(z — 4) 2 ’ 





-77 = 

z 3 (z — 4) 



1 

2-4 


(fe 



/"(*) 


2 

(z - 4)3 


=* /"(O) 


27tz / 1 \ ni 

~2T V 32 J ~ 32 


1 

32’ 


7. La fonction e z — \nz A est holomorphe sur C donc d’après le théorème de 
Cauchy on a 

[ (e* - \nz A )dz = 0, 

b 1=1 3 

8 . 


*\z+i\ 


= 1 (z 2 + l) 2 


dz = 


l\z+i\ 


=i [z - ï) 2 (z + i) 2 


dz = 


'\z+i\ 


(z~i) 2 
= 1 ( z + i ) 2 


dz 


Posons f(z) = ( z e l]y 2 donc / est holomorphe à l’intérieur du cercle \z + i\ = 1 (i 
est à l’extérieur du cercle \z + i\ = 1), 


m - Çïînil * fH) _ 0, 


( z — i ) 3 
e lz 


l\ z+ i \= t + !) 2 


dz = 


f JESL iz = 2 E. fi . i) 

l\z+i\=l {z + ï) 2 1! 


= 0. 


Exercice 3 . 3 . Calculer les intégrales 


1. 

2 . 

3. 


(æ 2 — y 2 )ds , où 7 est donné par 


æ = 5 cos(i) 


,0 < t < 2 tt. 


y = 5 sin(t) 

4 xdx + ^ydy, où 7 est donné par æ = y 3 + 1 de ( 0 , — 1 ) à ( 9 , 2 ). 


a) / (æ 2 + y 2 )dx — 2 xydy, où 71 : y = x 2 de (0, 0) à (1, 1). 

J 71 


5 ) / (æ 2 + y )dæ — 2 xydy, où 72 : x = y 2 de (1, 1) à (0, 0). 

J 72 


Solution 
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Intégration complexe 


1. 


J (. x 2 — y 2 ) ds, où 7 est donné par | 


x = 5 cos (t) 
y = 5 sin(t) 


,0 < t < 2tt. 


x(t) = 5cos(t), y(i) = 5sin(t), ds = y/ x' 2 {t) + y' 2 {t) = 5, 

/* r2n p2n 

/ (x 2 — y 2 )ds = / (25 cos 2 (i) — 25 sin 2 (i))5di = 125 / cos(2 t)dt 

J'Y J o Jo 


= 125 


— sin(2i) 


2 tt 


= 0. 


J o 


2 . 


/ 4xdx + 2ydy, où 7 est donné par x = y 3 + 1 de (0, — 1) à (9, 2). 

J'Y 


x = y 6 + 1 =+ dx = 3 y~dy, — 1 < y < 2, 
/• r 2 

„3 1 i\( q „, 2 . 


Axdx + 2ydy = / 4((y J + l)(3y 2 dr/) + 2ydy) 


'7 


'-1 


= J (12y b + 12 y 1 + 2 y)dy = [2y b + Ay 6 + 
= 128 + 32 + 4- 2 + 4-1 = 165. 


3. 


a) / ( x 2 + y 2 )dx — 2xydy, où 71 est donné par y = x 2 de (0, 0) à (1, 1). 
J 71 


y = x" =+- dy = 2 xdx, 0 < x < 1, 


f (x 2 + y 2 )cix — 2xydy = / (x 2 + x 4 )dx — 4x 4 dx = / (x 2 — 3 x 4 )dx 
d 7 i do do 


r^.3 


3x 5 


n 1 


J 0 


/o 

1 3 _ 4 

3 ~~ 5 “ _ 15 


6) / (x 2 + y 2 )dx — 2xydy, où 71 est donné par x = y 2 de (1, 1) à (0, 0). 


'72 

x = y 2 =+ dx = 2 ydy, 0 < y < 1, 

f0 


/* /*U /*U 

/ {x 2 + y 2 )dx - 2xydy = ! {y 4 + y 2 ){2ydy) - 2y 3 dy = 2 / y 5 dy 
d 72 di di 


= 2 


J 1 


, 1, 1 

~ 2 6 ~ — 3 
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3.7 Exercices supplémentaires 


Exercice 3.4. En utilisant la formule intégrale de Cauchy, calculer l’intégrale 



si : 

a) \z — 2 1 — 1, b) \z - 2| = 3, c) \z - 2| = 5. 


Exercice 3.5. En utilisant les formule intégrales de Cauchy, calculer l’inté- 
grale 

f cosh zdz 


' 1 * 1=2 


(* + l ) 3 (*-!)• 


Exercice 3.6. 1. En considérant I = § sur l’ellipse x = a cos 0 , y = 
b sin G, a, b > 0, démontrer que 


r-2-rr 


de 



a 2 cos 2 0 + b 2 sin 2 G 
sin G cos GdG 
a 2 cos 2 G + 6 2 sin 2 0 


2tt 

ab 

0 . 


2. Calculer l’intégrale 



Gd.G = 27 t 


(2n)! 

2 2n (n!) 2 
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Séries de Laurent 


4.1 Série de Laurent 


+oo 


Définition 4.1. La série a, n (z — zq)" est appelée série de Laurent de centre 

n=—o o 

zo et de coefficients {a n } C C. 

+oo 


y, a n (z-z 0 ) n = . . .+ 


a - 2 


a - 1 


f " ^ +a 0 + ai(z-2:o) + a2(z-zo) 2 + - • • 
(z-z 0 ) z z-z 0 


- 1-00 

La série a, 


(z — 2 o)” est appelée partie régulière de la série de Laurent. Si elle 


n = 0 

converge pour \z — Zq\ < R vers une fonction f\ (z) alors f\ est holomorphe pour 
\z — zo\ < R. 


La série 


+oo 


+oo 


y a n (z - z 0 ) n = y a- n (z - z Q ) n = y 


CL — y 


n= 1 


TÏ 0 - z o) r 


est appelée 


partie singulière de la série de Laurent. Si elle converge pour _ < r' où bien 

\z— 2 o| > h = r vers une fonction f2(z) alors f 2 est holomorphe pour \z—zo\ > r. 
Ainsi, La série de Laurent converge dans la couronne : r <\z — zq\ < R. 


Théorème 4.1 (Théorème de Laurent). Si f est holomorphe ( analytique ) dans la 
couronne D = {z G C, r < \z — zq\ < R} alors Mz G D, 


+oo 

f( z ) = y °nO - zo)". 

n =— oo 


Les coefficients {a n } ne z sont donnés par 

1 f f( g ) a 

ün 27rii 7 ( S ^ 0 )«+i dS ’ 

où 7 est un contour simple et fermé quelconque inclus dans D. 



4.1. Série de Laurent 


61 


Preuve. Fixons z e O = {2 £ C, r < \z — 20 1 < -R}, et soit r \ R' te l que 

r < r' < \z — zo\ < R' < R. 
alors d’après la formule intégrale de Cauchy, on a 

f(z) = 

z 7i" z a — z 

m 


1 

/ 

27ri , 

JdD s- Z 

-1 

r m 

27TZ , 

J \s—zo\=r' & % 


ds -|- — — 7 


-ds 


Si s G C(zo, r') on a |s — zqI < \z — zq\. 

1 1 


-1 


S — Z S — Zo + Zo — Z _ 

(s - z 0 ) n 


l _ s ~ z 0 
Z-ZQ 


E 

n>0 


(z - z 0 ) n+1 


Donc 

1 

2-7TZ 


|s — Z()|=r 


/(«) 


--I s — z 


ds = 

n> 0 

E 


1 


1 


n>0 ( 2 zo) n+1 27ri 7| s _ 20 | =r / 

1 1 f 


n> l ( z Z o) n J \s— zq\=t' 

Si s G C(zq, R') on a |s — zq\ > \z — zq\. 

1 1 1 


/0)0 - z 0 ) n ds 
f(s)(s - z 0 ) n ~ l ds 


S — Z S — Zo + Zo — z 

(z - zo) n 
(■ s - zo ) n+1 


(s — 2To) (l 


E 

n>0 


Donc 


Hs) ;ds = ~ *>>" 1 


/(«) 


2vri 7| S _ 20 | =Æ / s-z ~ " u/ 2 ttï i| s _ 2o | =iî / (s - 2 0 ) n+1 

i.e. Vz G D, 3r', iî' tels que r < r' < i?' < iî et r' < \z — zq\ < R' 


ds 


/w = E 


1 1 


/(«) 


n>l 


(2 - Z 0 ) n 2vr i J\s- Z0 \ =r ' (s - ~o) 


— Zn'i-n+l 


+ E<*-*>>’ 


/(») 


n>0 


2 vri 7 | s _ 20 | =jR , (s - 2 0 ) n+1 


ds 
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Soit 7 un chemin fermé inclus dans D donc d’après le théorème de Cauchy 
généralisé on a pour tout n € Z, 


fis) 


rds = 


fis) 


h i S - z o) n+1 J\s—zo\=r' (s - Z 0 )"+! 

( S-Z 0 ) 


ds = 


fis ) 


l\s-z 0 \=R' i s ~ Z0) n+l 


ds 


puisque la fonction , ,J } s ) n + 1 est holomorphe dans la couronne r' < [s — zq| < R'. 


+OO 


Ainsi f(z)= ^ Q +0 ~ ^o) n , avec a n = ^ J 7 (s _Ay»+i rfs, Vn G Z. 

n=—oo 

Exemple 4.1. Donner le développement en série de Laurent de f(z) = ^ 

valable dans les domaines suivants 


1 . 0 < I z\ < 1. 


1 1 


+oo 


z(z — 1) z 1 — z z 

v 7 n=0 


E 3 ” 


2. 1 < \z\ < +oo. 


1 


1 1 _ 1 ^ 

1 - i “ z 2 ^ 


z(z - 1) z 2 1 - ± 
3 . 0 < \z- 1 | < 1 . 

1 1 1 


+oo / ^ \ n 


n = 0 


+oo 


z(z - 1) z— 11+z— 1 z - 1 4 — 

7 n — 0 




4 . 1 < \z — Il < +oo. 


1 1 


-, +oo 

: wEl-» 


z(z - i) z-ll + z-1 (z - 1)2 1 + _1_ (z - l) 2 ^ (z - 1) 

4.2 Classification des singularités 

Soit la série 

+oo 

^ ' dniz Zq) . 


La partie singulière de la série de Laurent 


— 1 +oo 

y~] a n (z - z 0 ) n = ^a_ n (z - 

n=—oc n = 1 


+oo 


*>)“” = E 


CL — r 


Et 0 - z o) r 


4.2. Classification des singularités 
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Le point zo est dit un point de singularité. 
Les types de singularité sont : 


Zo 

Série de Laurent 0 < \z — zo\ < R 

Singularité apparente 

a 0 + ai(z - z 0 ) + a 2 (z - z 0 ) 2 + . . . 

Pôle simple 

z -z n +a 0 + ai(z z 0 ) + a 2 (z z 0 ) 2 + . . . 

Pôle d’ordre n 

( Z - Z0 )n + (z _ zo )n-i + ■ ■ ■ + Z _ ZQ + ao + ai(z z 0 ) + a 2 (z z 0 ) +••• 

Singularité essentielle 

• • • + ( z -z 0 )~ 2 + Z _ ZQ + °o + a,\(z zo) + a 2 (z zq) + ■ • • 


Exemple 4.2. 1. f(z ) = 

0 est une singularité apparente car 


2 ■ f(z) = 


sin z 

z 2 

0 est un pôle simple car 


2 4 

sin z_zz 
= 1 — ITT + T7 + • • • 

z 3! 5! 


sin z 1 z z 6 

z 2 z 3! 5! 


+ 


3. f(z) = ^ 

0 est un pôle d’ordre 3 car 


sin z 1 1 z z 6 

~z3~3!z + 5!~7Ï + '" 


4 - /O) = e* 

0 est une singularité essentielle car 

* _ ^ z 2 

e 


, z z “ 

_1 + Ï! + 2! + '" 


i 1 

e* = 1 + -r- + 


1 


Hz 2 lz 2 


+ ... 


Propriétés 4.1. 1. Une fonction analytique f dans 0 < \z — zo\ < R possède un 
pôle d’ordre n en zq ssi f peut être écrite sous la forme 


m 


Hz) 

(z - z 0 ) n 


où <f> est analytique et <j>( z o) 7^ 0. 

2. zo est un pôle d’ordre n <^=^> lim f(z) = +oo. 

2— >-20 

3 . zo est une singularité apparente -<==> lim f(z) est finie. 

2— >20 

4. zo est une singularité essentielle <^=^> lim f(z) n’existe pas. 

2 > 2 0 
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4.3 Résidus 

Le coefficient a_i dans la série de Laurent est dit résidus de la fonction / au 
point zo, noté 

o-i = Res(f,zo). 

Exemple 4.3. 1. f(z) = ^ 0 est un pôle d’ordre 2. 

Res(f, 0) = i. 

2- /O) = et 

j, . , 3 3 3 2 

f(z)-e* -1 + - + ^ + ... 

0 est une singularité essentielle. 

Res(f, 0) = 3. 


4.3.1 Quelques méthode pour le calcul des résidus 

1. Si / possède un pôle simple au point zq alors 

Res(f, z 0 ) = lim (z - z 0 )f(z). 

Z~>Z 0 

2. Si / possède un pôle d’ordre n au point zo alors 

Res(f, z 0 ) = lim - — [(z - z 0 ) n f{z)] { ' 1 ~ 1) . 
2->2o (n — lj! 

3. Si f(z) = ) e t la fonction h possède un zéro d’ordre l, alors 

Res(f,z 0 ) = Res(^,z 0 ) = 

Exemple 4.4. f(z ) = 

f admet 3 comme pôle simple et 1 comme pôle double. 

Res(f, 3) = lim (z - 3 )f(z) = lim - — 3— j 

Res(f, 1) = lim [(z - 1 ) 2 f(z)}' = lim ( — —) = lim 
I! 2->l 2— >1 \^Z — 3/ 2— >1 


-1 


(* - 3) 2 


2- /(*) = ^î- 

z 4 + 1 = 0 =>■ z 4 = — 1 =>• Zk = fc£Z 

s(z) = ^ 2 > + 1. 


fîes(/, zo) = ^ = ^- = 


1 


e 4 1 — i 


4 £q 4zq 4e 4 


4>/2‘ 


1 

4' 


4.3. Résidus 
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On sait que 


CLr), — 


/(«) 


ds 


2iri J 1 ( s — zo) n+1 

=7- / f(s)ds = 2Ttia-i 

J'y 

f f(s)ds = 2niRes(f, z 0 ), 

J'Y 


avec 7 est une courbe simple et fermé entourant zq. 


4.3.2 Application des résidus 


Théorème 4.2 (Théorème des résidus). Soit D un domaine simplement connexe et 
7 la frontière de D. Si f est analytique dans D sauf en un nombre fini de points 
zi, Z 2 , ■ ■ ■ , z n alors 


/ IL 

f(z)dz = 2m^2Res{f,z k ). 
k = t 



Preuve. D’après la généralisation du théorème de cauchy on a 



n 

2iri £ Res(f, z k ). 
k = 1 


Exemple 4.5. 1. ^ (z _ 1 ) Ÿ (z _ 3) 

7 est le rectangle de sommets : (0, —1), (4, —1), (4, 1) et (0, 1). 
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dz 


J ( z _ 1 ) 2(2 _ 3 ) = (Res(f, 1) + Res(f, 3)) = 2vr^-- + - 


1 1 


= 0 


2z+6 


dz, 


J|«— i|=2 P+4“*’ 
z 2 + 4 = (z + 2z)(z — 2 i), 


Ainsi 


[ 1 ^ dz = 2i riReslf, 2 i), 

J\z-i\=2 ~ + 4 

Res(f, 2 i) = lim (z - 2 i)- = 6 ±il. 

2 - > 2 i (z + 2i)(z — 2i) 4 i 


f 2z + 6 6 + 4i 

/ — ^ -dz = 2ttz — - — = 7r(3 + 2i). 

’\z—i\=2 Z 2 + 4 4z 


4.4 Singularités à l’infini 


Définition 4.2. /(z) est holomorphe à l'infini 
voisinage de 0. 


/(4) est holomorphe au 


Exemple 4.6. e- est holomorphe à l’infini car e z est holomorphe au voisinage de 

0. 

Définition 4.3. L’ oc est une singularité apparente de f(z) 0 est une singu- 

larité apparente de fil). 

Exemple 4.7. /(z) = zsin(4) 

oo est une singularité apparente car 


f l = sinz _ ^-ÿ + ff + 
v z z z 

z 2 z 4 

- 1_ 3! + 5! + "' 


0 est une singularité apparente. 

Définition 4.4. L’ oo est un pôle d’ordre n de /(z) 
de 


0 est un pôle d’ordre n 


Exemple 4.8. /(z) = z 2 + 1 

L ’ oo est un pôle d’ordre 2 car f{~) = \ + 1 possède 0 comme un pôle d’ordre 2. 


Définition 4.5. L’ oo est une singularité essentielle de /(z) 0 est une singu- 

larité essentielle de fil). 


Exemple 4.9. /(z) = e z , fil) = e* . 


4.4. Singularités à l’infini 
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Définition 4.6 (Résidu à l’infini). 

Res(f, oo) = -Res ,0^ . 

Exemple 4.10. f(z) = 1 — \ => Res(f, 0) = —1. 
f(-) = l—z=>ooest une singularité apparente. 

Res(f, oo) = 1. 

Nous remarquons que 


Res(f, oo) + Res(f , 0) = 0. 


Ainsi on a le théorème suivant 

Théorème 4.3. Supposons que f est une fonction analytique dans C x = CU{oo} 
sauf des singulaités z \ , Z 2 , Z 3 , ... , z n , 00 , a/ors 

n 

Res(f, 00 ) + E Res(f, z k ) = 0. 

fc=i 


Exemple 4.11. Calculer 


O 11 a 



dz 

(z — 3 )(z n — 


= 2 vr E Res(f, z k ), 


k= 1 


1 )’ 
Zk 


n> 1. 

les racines ri leme de 1 . 


y, Res(/, z fe ) + Res(/, 3) + Res(/, 00 ) = 0, 

k= 1 
n 

y Res(f, z k ) = —Res(f, 3) - Res(/, < 


,00 


fc=i 


Res(f, 3) = lim (z — 3) 


'(>-3)(z n -l) 3 n — 1 


1 .. 1 


Res(f,oo) = -Res ( 3 / - ,0 = -Res 71 


= -Res 


z 

n— 1 


y 3)(i-i) 


(1 - 3z)(l - z n ) : 


0 = 0 . 



dz 

3)(z n 


1 ) 


2ni 

3" — 1 ' 


Ainsi 
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Théorème 4.4. Soit D un domaine borné par un nombre fini de chemins et f une 
fonction analytique dans D, Vz G 5D, f(z) 7 ^ 0, alors 


1 

27 ri 


/'(*) 


dz = Zy, 


I SD f ( z ) 

où Z f : nombre de zéros de f dans D comptés avec leurs multiplicités. 

Exemple 4.12. 1. Jj , =1 = 27ri 

2 . 



2z — 3 
z 2 - 3z + 2 



47 t si D contient les deux zéros de z 1 — 3z + 2 

27t si D contient un seul zéro de z 2 — 3z + 2 

0 si D ne contient aucun zéro de z 1 — 3z + 2. 


Théorème 4.5 (Théorème de Rouché). Soit D un domaine borné et 5D sa fron- 
tière. Supposons que f(z) et g(z ) sont des fonctions analytiques à l’intérieur de D 
avec 

Vz G ôD, \f(z)\ < \g(z)\ 

alors Z f = Z f +g . 

Z : nombre de zéros avec leurs multiplicité. 

Exemple 4.13. Soit P(z) = z 10 — 6z 9 — 3z + 1. Nous voulons déterminer le 
nombre des zéros à l’intérieur du cercle \z\ = 1. 

Posons P(z) = f(z ) + g(z) avec f(z ) = — 6z 9 + 1 et g(z) = z 10 — 3z alors 


|/(z)| = | - 6z 9 + 1| > |6z 9 | - 1 = 6 - 1 = 5 
et 

\g(z)\ = |z 10 - 3z| < |z| 10 + 3|z| = 4 < |/(z)|. 

Ainsi par le théorème de Rouché /(z) et P{z) possèdent le même nombre de zéros 
à l’intérieur du cercle \z\ = 1, et puisque f(z) possède 9 zéros on peut conclure 
que P{z) possède aussi 9 zéros à l’intérieur du cercle |z| = 1. 


4.5 Exercices 

Exercice 4.1. Donner le développement en série de Laurent des fonctions 
suivantes en précisant dans quelles parties de C elles sont valables. 

1) — autour de 0, de 1, de — 2. 

(z + 2)(z — 1 ) 

. z 

2) — autour de 0, de 2, de 1. 

z 2 — 1 


Solution 


4.5. Exercices 
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1. La fonction f(z) = 
Autour de 0 
• Si \z\ < 1 alors 


(z+2)(z— 1) 


1_ 

z — 1 z+2 


m = 3 


1 1 1 


2-1 2 f + 1 




n>0 


n> 0 


Z\ n 


\T. 


""4e(-t /z 


Si 1 < I 2 I < 2 alors 


/<2) = § 


11 11 


21-1 2f+l 


'Eè’-îB-D’ 


2 ^ ' 2 

n>0 


n> 0 


Si 2 < I 2 I < 00 alors 


/(2) = 3 


11 11 


2 I-I 2 1 + 1 

2: 2: 


n>0 n>0 


Autour de 1 
• Si \z — 1| < 3 alors 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

2 - 1 

2 + 2 

3 

2 - 1 

2-1 + 3 


1 1 1 


2-1 3l + 2fl 


1 1 ^ .s n fz- 1 


2 — 


T- 3 B- 1 )’ 


n> 0 


Si 3 < \z — 1| < +00 alors 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

2-1 

2 + 2 

3 

2-1 

2-1 + 3 


1 


1 1 


2-1 2 - 11 + — L 

Z — 1 

Autour de -2 

• Si 0 < \z + 2\ < 3 alors 


— — yv-i)" (— 

2-1 2-1 ^ \Z- 1 


n>0 


/(*) 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

2 - 1 

2 + 2 

3 

2 + 2 — 3 

2 + 2 


1 

1 1 1 

1 

1 V 

fz + 2\ n 1 

3 

3 — 1 2 + 2 

3 

3 ^ 

7i>0 

V 3 J 2+2 
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• Si 3 < \z + 2| < +oo alors 


/(-) = 1 

1 

1 

1 


1 

1 




.2 - 1 

2 + 2 

3 

2 + 2 — 

3 2 + 2 




1 

1 

1 

1 


1 

1 V 

' 3 N 

r 1 

3 

L 2 + 2 + - 1 

2 + 2 

3 

2 + 2^\ 
n> 0 

V 2 + 2 y 

2 + 2 


2. La fonction f(z) = = \ 

Autour de 0 
• Si \z\ < 1 alors 


_J_ + JL 

z — 1 ~ z+ 1 


m = 5 


1 1 

2- 1 + 2 + 1 

1 

“ 2 

-E 2 " + E<- 1 )” 2 ” 



n> 0 n> 0 


Si 1 < \z\ < +oo alors 


m = 2 


1 1 


1 1 
+ -- 


z \ — - zi + i 


7E(è)VE(-W‘ 


z 2 ' \ z 

n> 0 


n>0 


Autour de 2 

• Si0<|z — 2| < 1 alors 


/(^) = 2 

1 
2 


1 1 

+ 


2 + 1 2-1 

1 1 

+ 


1 1 

+ 


2 — 2+3 2 — 2+1 


3 +^ + 1 ' 2-2 + 1 


5»-‘> 


n>0 


~ _ o\ n 

> +E(-i) n ( 2 - 2 )’ 

n>0 


Si 1 < |2 — 2| <3 alors 


/M = 5 

1 

2 


1 1 

+ 


2+1 2-1 

1 1 

+ 


1 1 

+ 


2 — 2+3 2 — 2+1 

1 1 


3 + + 1 2-21 + + 


ïE<-‘>' 


n> 0 


2-2 


+ 


^E(-D’ 


2-2 


n>0 


1 

2-2 
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Si 3 < \z — 2| < +oo alors 


m = 2 

1 

2 


1 


1 


2 + 1 z - 1 

1 1 


1 1 

+ 


+ 


z — 2 + 3 2 — 2 + 1 

1 1 


z 2 1 + ^2 2 2 1 + 




2-2 


n>0 


z-2 


+ 


z — 2 / 2 — 2 




n>0 


2-2 


Exercice 4.2. Donner le développement en série de Laurent de la fonction 

f( z ) = 7 TT^T +7' 

(z - 1 ) 2 {z - 3) 

dans les régions 

1) 0 < |z — 1| < 2, 2) 0 < \z - 3| < 2. 


Solution 


Soit la fonction f(z) = (z _ 1) 2 (;g _ 3 ) ■ 
1 . Si 0 < 1 2 — 1 1 < 2 alors 

/M = 


1 1 


(2 -1) 2 (2 -3) (2- l) 2 2- 3 (2 — l) 2 2 — 1 — 2 


1 1 


( 2 - 1) 2 


2 1 - *=I 
1 2 


2 ( 2 - 1)2 1 - 


2(2-1) 


n>0 


2 - 1 
2 


2. Si 0 < |2 — 3| <2 alors 

1 1 1 


m = 


2-3(2- 1)2 2 — 3 (2 — 3 + 2)2 4(2 — 3) (+p + 1)2 


1 


4(2-3) 


4(2-3) 


1 + E 


(— 2)(— 3) ... (-2 - n + 1) fz - 3 


n>l 


n\ 


1 + £(-!)> + D 


n>l 


2 — 3 
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Exercice 4.3. Quels sont les points singuliers des fonctions suivantes ; préci- 
ser leurs types. 

e z e z 1 — cos z 

2. —, 3. , 

z z 


z 2 (z - 1 )(z - 2 ) 

1 


ze 


z 2 + 1 


Calculer les résidus de ces fonctions. 


Solution 


1. f(z) = les points singuliers sont 0, 1 et 2 

0 est un pôle double, 1 et 2 sont des pôles simples. 


Res(f, 0) = - lim 
1 Z-» o 


Res(f , 1) = lim 

2- >1 

Res(f, 2) = lim 

z— >2 


(*-l) 


( z — 2 ) 


z 2 {z-l)(z-2)_ 
e z 


z 2 (z — 1 )(z — 2) 


z 2 (^- l)(z-2) 


5 

4' 

= — e. 
..2 


2. f(z) = 0 est un pôle simple et 


3. 


m = 


Res(f , 0) = lim z — = 1 

z->0 z 


1 — cos 2 : 1 — (1 — fr + fr-t----) 


z z 

Ainsi 0 est une singularité apparente donc i?es(/, 0) = 0. 

4- f(z) = ^5 = 

0 est un pôle d’ordre 3, —1 et 1 sont des pôles simples. 

// 


z 

2Ï dT 


Res(f, 0) = J lim 

Z z— >-0 


1 1 


Res(f, 1) = lim 

z— >1 


(*-l) 


Z 3 1 — Z 2 

1 1 


= 1. 


Res(f, — 1) = lim 

z— Z-l 


(* + 1 ) 


Z 3 1 — Z 2 

1 1 


Z 3 1 — z 2 


5. f(z) = A^j-j -, z et — z sont des pôles simples. 


Res(f, i) = lim 


(*-*) 


= lim 

z^f—i 


(z + z)(z - i)_ 
e iz 


1 

2 


„-i 


2z 


(z + i)(z — i) —2 i 


Res{f, -i) 


4.5. Exercices 
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6. /(z) = —1 et 1 sont des pôles simples. 


Res(f.l) = lim 
z-y 1 


(z - 1) 


ze 


z 2 — 1 


e 

2 


Res(f, — 1) = lim 

z-y—i 


(* + l) 


ze 


z 2 — 1 


=,-1 


Exercice 4.4. Calculer les intégrales suivantes 
1. / tan (z)dz, 2. 


'1*1=2 


|*|=2 2 4 + 5z 3 

1 f dz 

sin (-)dz, 4 


dz, 


'1*1=1 2 ,7| z _i| = l Z 4 - 1 


Solution 


1. 


sm z 


/ tan(z)dz = / 

' |*|=2 ,/|*|=2 C°S Z 


dz 


7T 


— (2A; + 1)— ; k £ Z. 


cos z = 0 4= 

Dans notre cas (|z| = 2), les singularités sont Ap et Ainsi 


tan (z)dz = 2m (Res(f, + Res(f, 


sin(f) sin(— f) 

= 2ni | .7:, + . , 2 L ) = -47 ri 


-sin^j — sm( — 


2 . 


—9 ^ 


'|*|=2 


+ 5z 3 


dz = 


'|*| 


=2 ^ 3 (z + 5) 


dz = 2niRes(f, 0) 


| — lim 

o e 

Z' 5 — 

y 2 *-> o 

z 3 (z + 5) 


17iri 
125 ' 


3. 


On sait que 


f sin(-)dz 
'|*|=i 2 


..Cl 1 

sm{ _ ) = 


Res(f, 0) = 1, 
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ainsi 



sin (-)dz = 27 ri. 


4 . 


r 1 1 7r 

i-iH ^ = 2 " fle " </ '' :) = 2 "! i ?0 (2 “ = 2 " ( 4+ = “2 

Exercice 4.5. Calculer les résidus des fonctions suivantes 

1. f(z) = z 2n (l + z)- n , 2. f(z) = \^ e - 3. f(z) = e 2z+1 . 

2. Calculer les résidus à l’infini des fonctions suivantes 

!• /(g) = / . i 2 - /(2) = (* + -) 4 > 3 - /(*) = —• 

2 ; — l 2 ; 2 ; 

3. Calculer l’intégrale suivante 

f z™eï 

J\z\=2 Z 100 + 1 


Solution 


I) 

1. f(z ) = 2 2n (l + 2)“ n 

— 1 est un pôle d’ordre n. 

ites(z 2n (l + z)- n ,-l) 

On a 


1 

(n — 1)! 


lim 

Z— >-— 1 


v 2n 


(* + i) r 


(* + i) n . 


(n-l) 


( 2 2n ) {n 1} = 2n(2n — 1) . . . (2n — n + 2)z 2n ~ n+1 

(2n)! +i 
(n + 1)! 


i2es(^ 2n (l + z)- n ,-l) 


1 ( 2 +> ! / -, r +i 

(n-l)! (n+1)! 1 J ' 


2 - f{z) 


l—e z 
l+e z ■ 


e 


1 =>■ z/c = (2 k + 1)7 ri, k G Z. 
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/l_ e z \ i_ e (2k+l)ni 

Res = -2. 

yl + e 2 J e (2k+l)m 

3. f(z) = e 2z+1 . La fonction / ne possède aucune singularité, ainsi le résidu 
est nul. 

II. 

1. Res(-^ j-,oo) =? 


m = 


2 4 - 1 



— 2 

= lim — 7- = — 1. 


z-s> o z( 1 — z 4 ) 

2. Res ^(2 + 2 ) 4 , 00 ^) =? 


/(*)=(*+-) = ^ + ^ + 24 + 8^ 2 + z 4 . 


2 y z 4 z 2 


Res f f 2 -f — ^ , 00 j = 0. 


3. iîes 00 ) 


Res ( —,00 ^ + .Res ,0 

e * \ e z 

Res [ — ,0 = lim 2 — = 1 

1 2 7 2->o 2 


= 0 


=>■ Res — ,00 = — 1 


III) 



2 99 ei 
,ioo + ! 


dz. 


z 100 


+ 1 


(2fc + l)7TÎ 

0 => 2 fc = e ioo - 


0 est aussi une singularité. Ainsi 

' 99 

^2 ReS (f' Z k) + Res ifi 0) 

,k = 0 


'1*1=2 Z 


99 1 
2 62 

AM 


+ 1 


■dz = 27ri 


— 27t iRes(f, 00 ). 
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z- 100 + l 1 + 2 100 ' 


Ainsi 


/ 



dz = 2ni. 


4.6 Exercices supplémentaires 

Exercice 4.6. 1. Développer en série de Laurent la fonction dans les cou- 
ronnes indiquées : f (z) = ( z _ 2 ) 1 ( z _ 3 ) > 
a) 2 < \z\ < 3, b) 3 < \z\ < +oo. 

2. Examiner les différents développement en série de laurent de la fonction 

f ( z ) = *2 -3^+2 en P osant z 0 = 0. 

Exercice 4.7. 1. Trouver les résidus de la fonction 


en ses points singuliers. 

2. Trouver le résidu de la fonction f (z) = z 3 sin è en son point singulier. 
Exercice 4.8. 1. En utilisant la formule des résidus, calculer l’intégrale 



2. En utilisant la formule des résidus, calculer l’intégrale 



Chapitre 5 


Application du calcul des résidus 
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5.1 Intégrales de la forme fj" F( cos 9, sin 6)d6 

L’idée principale est de convertir l’intégrale trigonométrique de la forme [f" F (cos 0, sin 0)df) 
en une intégrale complexe sur un contour 7 qui est le cercle unité \z\ = 1 
La paramétrisation d’un cercle est : z = e >0 . 0 < 6 < 2i r, donc 


dz = ie l9 dd =7- d9 


cos 6 


sin# 


e ie + e -w 


2 



dz 

IZ 

z + z _1 

'~2 


2 * 


L’intégrale devienne 




dz 

iz 
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Exemple 5.1. 


r 2ir 


de 


dz 4 


/ g (2 + cos0) 2 


'\z\=x ^2 2 +- z 1 ^ * J\z\=i (z 2 + 4 z + 1) 


i-cfe 


* 71*1=1 (* + 2 + y/3 ) 2 (Z + 2 - y/3) 2 


dz 


= -2iriRes(f,—2 + V3)- 


— 2 + y/3 est un pôle double de f. 


Res(f, —2 + y/3) = lim (z + 2 — y/3 Y 
z — / — 2+ y/3 

= lim 

z->- 2+V3 |_(z + 2 + y/3) 2 _ 

1 


(z + 2 + y/3) 2 {z + 2-y/3) 2 _ 

— 2 + 2 + s/3 

= lim -= — 

z->- 2+V3 {z + 2 + V3) 3 


6>/3* 


Ainsi 


r 2n 


de 


(2 + cos 2 6>) 2 * J|,| =1 (*2 + 4z + 1) : 


;dz = 


47 r 
3\/3 


5.2 Intégrales de la forme J ^ f(x)dx 


Soit y = f(x) une fonction réelle définie et continue dans ] — oo, +oo[. 
Soit l’intégrale impropre J 1 x f(x)dx : 

1. Nous remplaçons la variable x par la variable complexe z. 

2. On intègre la fonction f(z) sur le contour 7 suivant 



7 est la réunion du segment [—R, R] et le demi-cercle 7#. 

3. 


[ f(z)dz = f f(z)dz+ f f(x)dx 
J 7 «/ 7 r J— R 

n 

= 2-Ki s R j Res(f,z k ), 


k = 1 


5.2. Intégrales de la forme f , x x ' f(x)dx 
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avec Zk, k = 1,2,... n, les pôles de / inclus dans l’intérieur de 7 
4 . Si on montre que f f(z)dz — > 0 quand R — > +00, alors 

'Y R 

/ +cx) p R n 

f(x)dx= lim / f(x)dx = 2iri'S^Res(f,Zk)- 

-oc R^+ocJ_ r ^ 

Théorème 5.1 (Lemme 1 de Jordan). Soit f une fonction complexe continue sur 
un secteur 9\ ^ 6 ^ 62 et y R le chemin tel que 7 R (0 ) = Re ™ , 0\ ^ 6 ^ # 2 - 
Si lim zf(z) = 0 (resp. lim zf(z) = 0 ) alors 

\ z \— >+00 |z |— ) >0 


/ f(z)dz — y 0, quand R — > +00. (resp. / f(z)dz — > 0, quand R —ï 0.) 

•>7R JlR 

Preuve. On a : 

J lR f( z ) dz < sup ze7iî |/(z)|-R|0 2 - 0i | = sup z&lR \zf(z)\\e 2 - 9i\Donc 

Si lim zf(z) = 0 , alors lim R ^ +0C J f(z)dz = 0 . 

|z|-H-oo 1K 

Si lim zf(z) = 0, alors lim / f(z)dz = 0. 

H-+o mL 


Remarque 5.1. Soit f(z) = | où P et Q sont des polynômes de degrés n et m 

respectivement avec m > n + 2. Si y R est un demi-cecle de rayon R, alors 

/ f(z)dz — > 0, quand R — > +00. 

'1 R 

Exemple 5.2. Soit 

f 

J — ( 


r*+oo 


dx 


x 2 + 1 

1. Posons f(z ) = - 2 * <?//<? possède i et —i comme pôles simples. 


2. Res(f,i ) = lim( 2 : — i ) 



+ 1 2i 
dz 


z 2 + 1 


= 2iriRes(f, i) = n 


d’autre part 


dz 


dz 


rR 


+ 


dx 


/ 7 z 2 + 1 J lR z 2 + 1 x 2 + 1 


= 7 T 
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Par le théorème précédent z 1 + 1 est degré 2 > 2 + 0 alors 


lim [ f(z)dz = 0. 
R ^°° Jir 


d’ou 


r+OO 


dx 


x 2 + 1 


= TT. 


5.3 Intgrales de la forme j ^ f(x){cos(ax), sin (ax)jdx 

On sait que e iax = cos(ax) + i sin(ax), a > 0, alors 

/ +OO /»+ OO /*+ OO 

f(x)e iax dx= / /(x) cos(ax)dx + i / /(x) sin(ax)dx. 

oo J —oo J —oo 

Supposons que la fonction /(x) = est continue sur ] — oo, +oo[. 

Nous utilisons la méthode précédente. Il reste le terme J f(z)e taz dz, on a le 
théorème suivant 

Théorème 5.2 (Lemme 2 de Jordan). Soit f : { Ini(z) > 0} — >• C continue telle 

que lim f(z) = 0 et soit a > 0, alors 
|z|— H-oo 


lim / 

R ~>°° J lR 


f(z)e iQZ dz = 0. 


où j r est le demi-cercle : ''/rt(O) = Re ie , 0 < 6 < tt. 


Preuve. 


f(z)e iaz dz 


’lR 


t o 


f(Re i9 )e iaR{cos 6+i sin d \,Re ie d6 


< R sup |/(z)| [ 

Z&lR JO 

< R sup \f(z)\ [ 

J o 


D iaR ( cos 6+i sin 6) 


de 


—aRsinO 


de 


Or f* e aRsme (i9 = 2 f 0 2 e aRsmû de et sur le segment [0, |], on a sin# > ^ 
d’où la majoration [J e~ aRsme dd < ainsi 


f(z)e iaz dz 


'7 R 


< R sup \f{z) I 

267 R 


—olR sin 6 


de 


< 7 r sup | f(z) 

Z&lR 


Comme lim f(z) 

R — ^--j-oo 


0 on obtient lim 

R — >00 



f(z)e iaz dz = 0. 


5.3. Intgrales de la forme j ! . x x f(x){cos(ax), sin(ax)}dx 
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Remarque 5.2. Supposons que f(z) = avec P de degré n et Q de degré 
m > n + 1. Si 7 /j est un demi-cercle de rayon R, alors 


lim / f(z)e iaz dz = 0 . 
R^oc J lR 


Exemple 5.3. 


L 


+ xsinx , 1 f + x sm x 

„ dx = / ,, 

x 2 + 9 2 V — x 2 + 9 


dx 


L 


ze 


z 2 + 9 


dz = 2nRes(f, 3 i). 



D ’ autre part 


ze 


z 2 + 9 


, f ze iz , f R xe ix , Tri 
dz = I —a dz + / —s -dx = 


' 7-R 


z 2 + 9 


! -R x 2 + 9 


3 • 


donc 


lim 


ze 


R-*+ -oo J lR z 2 + 9 


dz = 0 car 2 > 1 + 1 . 


P+°o æ gî3: 


r »+00 


I- oo æ 2 + 9 e 

r+OO 


7TZ 

dx = — 


X COS X 

x 2 + 9 


dx + i 


/ -h OC 

-oo 


x sm x 7 U 

— -dx = -i7, 
x 2 + 9 e 3 


et par suite 


et 


L 

L 


oo 

+oo 


XCOSX 

x 2 + 9 


dx = 0 


X S1I1 X 7T 

-5 — -ax = -7. 

x- + 9 e ô 


Finalement 


L 


+0 ° xsinx 1 f + °° 
, — 7 — -dx = - 

0 x 2 + 9 2 J _ oq 


X S1I1 X 7T 

—7 ax = — 7 . 

x 2 + 9 2e 3 
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5.4 Intégrales définies possédant un point singulier sur le 
contour d’intégration 


Les intégrales impropres de la forme f f(x)dx avec f(x) = j. 
Supposons que f(z ) admet des pôles sur l’axe des réels. Supposons que z = c 
est un pôle de la fonction f(z) sur l’axe des réels 



Théorème 5.3. Supposons que f possède un pôle simple z = c sur l’axe des réels. 
Si 7 r est le contour défini par z = c + re , 0 < 0 < tt, alors 


lim 

r — >-0 



f{z)dz 


niRes(f, c). 


Preuve. / peut s’écrire f(z) = + g{z) où g est holomorphe au voisinage de 

l’origine et a_i = Res(f , c). Donc 

f f(z)dz = I —dz+ f g(z)dz 

J 'y r J 'y r Z C J ry r 


= Jo và ireied6 + 1 di z )dz 

= ina-i + / g{z)dz 

J 7i~ 


on a 


g{z)dz 


' lr 


< nr sup \g(z)\ 

ZGjr 


comme g est holomorphe, elle est bornée au voisinage de c, donc 


ainsi 


lim / g(z)dz = 0 
r ^° hr 


lim / f(z)dz = mRes(f,c) 


r — 10 


<lr 


Exemple 5.4. Calculer 


r<+00 


sim 


x(x 2 — 2x + 2) 


dx. 


5.4. Intégrales définies possédant un point singulier sur le contour 
d’intégration 
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Posons 

f( z ) = - = L . 

z(z 2 — 2z + 2) z(z — 1 — i)(z — 1 + i) ’ 



-(] Z = / r] z 

, 7 z(z 2 — 2z + 2) " J lR z(z 2 - 2z + 2) J_ R x(x 2 - 2x + 2) 
+ 1 ^-2,- + 2) <iZ+ 1 ■ ~ 


dx 


i: 

i: 


/ 7r "V" — ' -y J r x(x 2 -2x + 2) 

= 2niRes(e lz f(z), 1 + i). 


Res(e lz f(z), 1 + i) = lim (2 — 1 — i)é lz f(z) = — 

z-^l+i 4 

e” 1 e” 1 

= — — (cos 1 + sin 1) — i— (sin 1 — cos 1). 

/ rdz = - / rd,2. 

J 7 - z(z 2 -2z + 2) J 7r z(z 2 -2z + 2) 

6 iz 'jf'i 

-> -” Res{ - z^-2z + 2) ’°) = -y r "> °- 

f e iz 

/ — — ^ -dz — > 0 quand R — > + 00 , car lim f(z) = 0. 

J ry r zyz 2 z + 2) | ^ | — >-H -00 


Si r —ï 0 et R —> +oc on obtient 

/*+o o ix 


’ —00 
/*+ 00 


-d X -4 = 2ni ( 

x(x 2 — 2x + 2) 2 \ 4 

7 2 e : , = ?(-(! + ^k - 1 + !)• 

x(x z — 2x + 2) 2 


Ce qui implique que 

/■ • oc 


smx , 7T _1. . lVl 

. n rdx = — (1 — e (cosl + sml). 

x(x 2 — 2x + 2) 2 v v " 
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5.5 Intgrales de la forme / 0 +o ° x a l Q(x)dx 

Si la fonction est de la forme f(z ) = z°~ 1 Q(z) avec / ayant un point critique 
en z = 0, alors il faut faire une coupure depuis z = 0. Si la fonction Q n’a pas de 
pôles en z = 0 et si les conditions du théorème 5.1 sont vérifiées, alors 



x a l Q{x)dx = 


7re 


— TTOLl 


sin^a) 


^2 Re-s(z a 1 Q(z),Zj). 
3= 1 


5.6 Somme de quelques séries numériques 

Nous mentionnons ici quelques formules pour déterminer la somme de quelques 
séries particulières. 

Théorème 5.4. Soit f : D — > C, une fonction analytique dans le domaine D = 
C \ {z \, ..., z n } où Zj n’appartient pas à Z. 

S’il existe des constantes R, c > 0 et a > 1 telles que 

\f(z)\ < pour \z\ > R. 


+oo 

Alors, la série /(n) est convergente avec 

n =— oo 


+oo n 

S f( n ) = -*J2 Res(cot(nz), Zj) 

n=—o o j = 1 


5.7 Exercices 

Exercice 5.1. Calculer les intégrales suivantes 


1. 


r-2-rr 


dO 


I o s/2 + cos(O) 


2 . 



cos (6)d0 
5 + cos(0) 


Solution 


5.7. Exercices 
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f-2 TT 


1. 


de 


î 


dz 


J o \/2 + cos(0) J\z\=i \^2 + ^ ( 2 ; + zz 

2 f dz 2 f dz 


* •-/ 1 ^ | = 1 z 2 + 2 \ J ~ 2z + 1 i J\z\=i {z ~ 1 + \/2)(z + 1 + \/2) 

,1-V^ 


2 / 1 

= -2niRes -pz z— 

* \ (z — 1 + V2) {z + 1 + y/2) 

= Air lim (z — 1 + V2) — — 

z— > 1 — \[2 {z — 1 + \[X){z + 1 + \/ 2 ) 


= 2tt. 


2. 


cos (d)dO „ [ 2 * e ie d6 

= Re 


J 0 5 + 008(0) 

r2n e ie d6 


I 0 5 + cos(0) J\ z \ =l 5 + \ (z + l) i 

2 f zdz 


0 5 + cos(0) 

z dz 2 r 

iz i J\ z | = i z 2 + Wz + 1 


zdz 


i J |*|=i (z + 5 - 2y/6 )(z + 5 + 2-v/6) 


= -2tt iRes 
1 


— ^ -5 + 2x/6 ) 

(z + 5 — 2\/6)(z + 5 + 2i/6) J 

z 


= Ait lim (z + 5 — 2\/6) 

5+2V6 (z + 5 — 2\/6)(z + 5 + 2 a/6) 


= 7T- 


-5 + 2\/6 


Exercice 5.2. Calculer les intégrales suivantes 


1. 

/■+ 00 dx 

2. 

/■+ 00 dæ 

J- oo (æ 2 + l)(æ 2 + 9) ’ 

/-oo (æ 2 + l ) 3 




/ , +°° dx 



3. 

J- oo æ 4 + 1 




Solution 


1 r+°° dx 

J— 00 (x 2 +l)(x 2 -\-9) ' 
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dz 


= 2m [ Res(f , i ) + Res(f , 3z)] 


i 7 (z 2 + l)(z 2 + 9) 

^es(/, i) = Æes(/, 3i) = 

f dz 0 . / 1 1 

J (z 2 + l)(z 2 + 9) ““ 717 VÏ6Ï ~~ 48Ï 


D’autre part, 


dz 


dz 




(z 2 + l)(z 2 + 9) 


+ 


7T 

12 


dx 


’lR 


(z 2 + l)(z 2 + 9) J_ R (x 2 + l)(x 2 + 9) ' 


Quand R — > +oo on a J^ r ^ 2 +1 ^a +9 ) — >• 0 car le degré de (z 2 + l)(z 2 + 9) est 
4 > 0 + 2. D’après le théorème 5.1 


9 r+°o dx 

J— oc ( x 2 +l ) 3 * 


/ +OO 

-oo 


dx 


7 T 


(x 2 + l)(x 2 + 9) 12 



dz 


(z 2 + l) 3 


= 27 riRes(f, i ) 


Res(f, i) = - lim 

Z z— 

f dz 


z - z 


(z 2 + 1)3 


3 

Ï6Ï 


. . 3 \ 3tt 
(z 2 + l)3 ~ 27r Hl6Ï ~ ~ 


On a aussi 


dz 


dz 


r-H 


(z 2 + 1)3 


+ 


dx 


n r 

dz 


(Z 2 + l) 3 7„ fi (x 2 + l)3’ 


Quand iî — > +oo on a ^ 2^)3 ~ ^ 0 car le degré de (z 2 + l) 3 est 6 > 0 + 2. 
D’après le théorème 5.1 


/ +OO 
-OO 


dx 


3ir 


(x 2 + 1)3 8 


5.7. Exercices 
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3- J- 


+°° dx 
oo x 4 +l * 



On calcule f -^fr- 
^7 2^+1 

. (2fc+l)-7ri 

z 4 + 1 = 0 => z k = e — ï — , k = 0,1, 2, 3. 

7tî 37ri 5ni 7~Ki 

zq = e 4 , z\ = e 4 , Z 2 = e 4 et 23 = e 4 . 

Les singularités à l’intérieur du 7 sont zq et z\ . 

f dz 

= 2tti 


z 4 + 1 


Res(f,e 4 ) + Res(f,e 4 ) 

1 


'7 

Res(f,e^) = — Res(f,e^) = 


37 râ 5 

4e 4 


97T7 * 

4e 4 


dz 


D’autre part 


z 4 + 1 


dz 

z 4 TI 


= 27TÎ 


1 ; 1 

37TÎ 


- 97T7 

_4e 4 4e 4 _ 


7 r 




dz /' R dx 
R 


Z 4 + 1 ' J _ p X 4 + 1 


J 7 1 J 7iî 

Quand iî — » +00 on a — » 

le théorème 5.1 

/ ,+0 ° dx _ 71 - 3/2 

7-00 æ 4 + 1 = “T“ 


0 car le degré de z 4 + 1 est 4 > 0 + 2. D’après 


Exercice 5.3. Calculer les intégrales suivantes 


sin x 


x + i 


dx, 


r >+00 


sin x 


-dx 


x 


Solution 


f +00 


sin x 1 

dx = — 

x + 1 2 1 


r+oo ix 

f+00 p —ix 

/ dx 

/ dx 

U-oo X + l 

/-oo X + l 
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x + i 


z + % 


-dz = 2iriRes(f , —i) = 2tt ie 



sm x 

dx 

x + i 


i r- l-oo ix r 

- / — dx - / 

2i [j-oo x + i J_ 

— (0 — 2ir ie~ l ) = 7re _1 . 
2% 


+oo g— i: 


X 


2. jn +0 ° = è f + r 

JU x Z J — oo rr 



-1 


- dx 
i 


dz = 0. 


5.7. Exercices 
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Exercice 5.4. 1. Calculer l’intégrale suivante 

-dx. 


r+oo g3 ix 


X — l 


2. En déduire la valeur de l’intégrale 

r+°° cos(3æ) + æsin(3;r) 

Jo X 2 + 1 


dx. 


Solution 


L f+°°^dx. 

J —OC X—l 



On a 


Donc 


[ — dz = 2niRes(f , i) = 2nie 3 . 

J -y Z -z 


L 


+oo g3 ix 


dx = 


X — % 


2m 

^3“' 


9 p+oo cos(3a;)+x sin(3oi) 9 

z - Jo a»*! a ' r ~ ‘ 


p +00 ^3 ix 


dx = 


r ' +00 (x + i)e 


Six 


-dx 


x — 1 


1-00 x2 + 1 
f +oc (x + î)(cos(3x) + isin(3x)) 

l-o o X 2 + 1 


dx 


/_ 


, ‘ +00 x cos(3x) — sin(3x) + i cos(3x) + ix sin(3x) 

—00 x J - 1 

+ °° cos(3x) + xsin(3x) , 2-k 

dx = - 5 - 

x z + 1 

f,+ °° cos(3x) + xsin(3x) , vr 

2 ~n dx = ~3- 

-, x z + I e J 


dx 
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Exercice 5.5. Calculer les intégrales suivantes 


1 . 

|>+°° sinædæ 


2. 

|‘+°° dix 

J- oo (æ 2 + l)(æ - 

- tt)’ 

J o \/æ(æ + 1) 

3. 

r+°° 

/ — dæ. 





J o æ 2 + 1 





Solution 


r '+°° sin xdx 7 

— OO (x' 2 + l)(x— 7r) ' 



e lz dz 

(z 2 + 1 )(z — 7 r) 


e lz dz 


+ 


'7 R 


L 


e lx dz 


{z 2 + l)(z - 7 r) J_ r (x 2 + 1)(x-7t) 


+ 


e lz dz 




+ 


e lx dx 


'7e 


(z 2 + 1)0- 7T) J n+£ (x 2 + l)(x-7r) 


= 2 niRes(f, i ) = 27 tz 




7T 


2i(i — 7 r) y (î — 7r)e 


D’autre part, d’après le théorème 5.2 on a 


lim / — ^ — = 0 

«-*•+0° (z 2 + l)(z - 7T ) 




{z 2 + l)(z 



in 

n 2 + 1 


lim 

£ — ^0 


7e 


inRes(f, i ) = — 77r 


7T 2 + 1 


5.7. Exercices 
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Donc 


r<+00 


e lx dx 


-oo (x 2 + l)(æ - tt) 
' ,+0 ° sin xdx 
-oo (x 2 + l)(æ - tt) 


— ITT 7 r 

7T 2 + 1 (i — 7r)e 
7r(l + e -1 ) 

7T 2 + 1 


— 7r 2 e 1 — ï7t( 1 + e 

7T 2 + 1 


/■+oo 

J 0 


dx 


o 1 /S( æ + 1 ) 



dz 


yfz{z + 1 ) 


= 27 TiRes(f, —1) 


On a aussi 


dz 


+ 


dz 


+ 


dz 


T + 


dz 


J lR yfz(z + 1) J DE \fz(z + 1) J 7r \/z(z + 1) J AB + 1) 
= 2iriRes(f, — 1) = 27tî lim (z + 1)- 


£—>•—1 


\fz[z + 1) 


1 


= 27tz lim —= = 27r?'e * 2 = 27r. 

z— y 2 

Nous remarquons que 

f dz f r ~ 2ni 


e 2m dx 


IdeVz(z + 1) Jr \/e 2m x(e 2m x + 1) Jr \/x(x + 1) J r y/x(x + 1)' 


f 


dx 


f R 


dx 


et 


dz 


! AB \fz{ z + 1) 



dx 


y/x(x + 1) ’ 
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D’autre part et d’après le théorème 5.1, on affirme que 

dz 


et 


Ainsi 


Ceci implique 


3. Soit 


lim 


mu / _ r 

R-^+ooJ y/z(z+l) 


= 0, 


dz 

r^L V~z(z + 1 ) 


lim 


= 0. 


f dz f R dx 

R— >+oo , — >0 [J lR yj Z(Z + 1) J r yjx{x + 1) 

f dz f R dx 1 „ 

+ / ~Fn TT + / TT = 2vr. 


’lr 


\/z(z+ 1) J r y/x(x + l) 


2 C” * ' = 2, 

Jo + 1) 

+°° dx 


L 


o Vx(x + 1) 

+oc ln x , 
dx 


= TT. 


r 

Jo X 2 + 1 

Soit la fonction f(z) = 4^, on va intégrer la fonction / sur 



2iriRes(f , i) 


5.7. Exercices 
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D’autre part 


ln z 

z 2 + 1 


r R 


dz = 


+ 


lnx 
l e x 2 + 1 
f- £ ln x 
I —R. X 2 + 1 


dx + 


’i r 


dx + 


7 T 


'le 


\n.z 
z 2 + 1 
ln z 

z 2 + 1 


dz 


dz 


= i- 


Nous remplaçons x par — x dans ^R^dx, nous avons alors 


ln z 

z 2 + r 


rR 


dz = 


+ 


lnx 


l £ X 2 + l 


dx + 


’IR 


ln z 

z 2 + 1' 


dz 


rR lnx , f R dx 

-dx + Z7T / je + 


lnz 


x 2 + 1 


e 1 + X 2 J le Z 2 + 1 


dz 


TT 


= l- 


Quand R — > +oo et e — > 0 et d’après les théorèmes du cours, alors 


'IR 


ln z 

z 2 + 1 


dz 0 et 


'le 


ln z 

z 2 + 1 


dz 0 


et donc 


lnx . f + °° dx 

-dx + ITT / 


x 2 + 1 


TT 

o = * 

1 + x 2 2 


Ce qui implique que 


r 

J 0 


lnx 
x 2 + 1 


dx = 0 


Exercice 5.6. Calculer les intégrales suivantes 


r +°° cos xdx 


r +°° cos xdx 


x 2 + 1 


x 2 + 1 


Solution 


Soit 


r<+00 


cosx 

X 2 + 1 


dx 


Soit la fonction f(z) = z t'Z ] , on va intégrer la fonction / sur 
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Application du calcul des résidus 



On a alors 


z 2 + î 


dz = 2iriRes(f, i) 


D’autre part 


= 2m\mi {z — i) 


z^-i z 2 + 1 


e 1 

= 2m = 7re 

2 i 


-i 


f ln z , f R e ix , /' e lz , 

l~i dz = Ll*Tï ix + L^T~i iz 


= ire 


-R J 
-1 


Quand /i — >• +oo et d’après théorème 5.2, on a 

f e iz 

lim / =0 car le pôlynome z 2 + 1 est de degré 2 qui est >0+1 

æ-s>+oo j 7J{ z 2 + 1 


et donc 


/ 


+oo giæ 


x 2 + 1 


-dx = 7re 


-i 


Ce qui implique que 


/ +oo 

-OO 


cosx 

X 2 + 1 


dx = ire 


-i 


et 


r+oo 


cos x , 7re 

—s dx = — 

x 2 + 1 2 


-i 


Exercice 5.7. Calculer 


E 


n 2 + a 2 


Solution 
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Puisque la fonction 


\m\ = 


z 2 + a 2 


1 

- w 


qui est bornée quand \z\ > 1, alors on peut appliquer la formule suivante 

+oo n 


E /( n ) = - 7r E Res(cot(irz)f (z), Zk)- 


Ainsi 

+oo 1 

V -A 

4 — ^ n" 4- 


n 2 + a 2 


fc=i 


— 7T ( — — cot(i7ra) — — - cot(— *7ra) 
2 la 2ia 


7 r cos(i7ra) 7r cosh(-7ra) 7r , , 

■7 r-T — r = — T-r 7 — r = - coth(vra . 

ïa sm(î7ra) za i smh(7ra) a 


En plus on a 


+oo 

E 

n= 1 


î 


11 +^ î 


n 2 + o 2 


+ E 


2a 2 2 ^ n 2 + a 2 

n=—oo 

■A + 7 L coth(TO) . 


5.8 Exercices supplémentaires 

Exercice 5.8. 1. Calculer, en coordonnées polaires, l’intégrale 


r*oo /*oo 


dæ / e ( æ +?/ ^dy. 
J o Jo 

En déduire la valeur de l’intégrale de Gauss 


1 = e~ x dx 

J o 

2. En utilisant la question 1, calculer les intégrales de Fresnel 


et 


J = / sin (æ 2 ) dx 

J o 


J = cos (æ 2 ) dæ. 

J o 


(On applique la formule des résidus à la fonction f(z) = e lz ). Justifier le 
choix du contour ? 
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Application du calcul des résidus 


Exercice 5.9. 1. Calculer les intégrales suivantes 

f, °° dx 


a) 

c ) 


/ o ( x 2 + a?) ( x 2 + 6 2 ) 

r 00 cos (mx)dx 

r*2 _ L /tj2 


, a, b > 0, 6) 




-oc (l+* 2 )” +i: 


Jo x 2 + a 2 

2. Calculer l’intégrale 

F(a) 

En intégrant, pour a > 0, 


f + OO 


e iax e - ax dx. 


f{z ) = e iaz e~ az 

sur le rectangle de la figure, puis en faisant tendre R vers l’infini. 




-R 


> 


R 


Exercice 5.10. Soit f(z) une fonction analytique à l’intérieur d’un cercle C 
et sur C, ayant pour équation \z\ = R. 

1. Ecrire la première formule intégrale de Cauchy pour la fonction f(z) 
au point 2 = ré 1 9 intérieur à C. 

2. Montrer que le point z' = B r e t0 est l’extérieur du cercle C. En déduire 
la valeur de l’intégrale J = ^7 § c — j() dw . 

3. Montrer que 


1 Z' 271 ’ 

f(re ie ) = — / 

2-7T J 0 


R 2 - r 2 

R 2 — 2 Rr cos (6 — 0) + r- 


; f(Re i( t>)dcj>. 


Si u(r, 6 ) désigne la partie réelle de f(z), en déduire que 


u(r, 6) 


1 f 2n R 2 - r 2 / 

— / — o ; u(R , <±>)dd>. 

2n J 0 R 2 — 2 Rr cos (6 — </>) + r 2 


Que pensez-vous? Vérifier que la fonction u(r,6) est harmonique, c’est-à- 
dire 


d 2 u 
dr 2 


1 du 
r dr 


+ 


1 d 2 u 
r 2 d6 2 


= 0. 


On considère un disque de rayon R = 1 plongé dans un potentielle élec- 
trique V sans source. (On rappelle que dans ce cas que la fonction V est 
harmonique). Supposons qu’en puisse mesurer le potentiel électrique V sur 
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le bord du disque. Peut-on déduire le potentiel électrique à l’intérieur du 
disque ? 

Application : Si V(l, 0) = 1, 0 < 6 < 7r et V(l, G) = — 1, 7r < 6 < 
27t. En déduire le potentiel à l’intérieur du disque. 

4. En utilisant les formules intégrales démontrées dans la question 3, cal- 
culer l’intégrale 



gCOS cf> cos ( s j n 

5-4 cos(0 - 4 >) 


d<\) = —e cose 

3 


cos(sin 6 ). 
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6.1 Examen de rattrapage 2008 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2007-2008 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (7 Pts) 

Soit la fonction 

1 — sin z 


100 


Examens 


1) Déterminer les singularités de la fonction /. 

2) Calculer l’intégrale 

[ f{z)dz 

■h 

où 

a) 7 = {z € C/\z\ = 

b) 7 = {z G C/\z - 1| = 5 } 

c) 7 = {z G C/| z — i\ = 5 }. 

Exercice 2 (6 Pts) 

1) Résoudre l’équation z 3 * = 1 en utilisant la forme exponentielle. 
2) On note j la solution complexe de partie imaginaire positive. 

a) Vérifier que j * 1 2 est aussi solution. 

b) Montrer que j 2 = j = j 

c) Calculer 1 + j + j 2 - 

Exercice 3 (7 Pts) 


Soit la fonction 


m 


1 

z 2 + 9 


1) Calculer par la méthode des résidus j) f(z)dz où 7 est un demi-cercle de rayon 
R centré à l'origine. 

2) En déduire 

f + °° dx 


x 2 + 9 


Solution 


Exercice 1 (7 Pts) 

1) Les singularités de la fonction / sont 0, 1 et -1 qui sont des pôles simples. 

2) a) Soit 7 = {z G C/| 2 :| = 5 }. Puisque, il y a une seule singularité à 
l’intérieur de 7 , alors par la méthode des résidus, 

1 — sin z 

— ^ dz = 2niRes(f, 0) 

z à — z 

= 2iri lim z( „ S ' — -) = —2iri. 

z^o K z(z 2 - 1) 
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b) Soit 7 = {z G C/| z — 1| = 2 }. Puisque, il y a une seule singularité à 
l’intérieur de 7 , alors 


1 — sin z 

z 3 - z 


dz = 2iriRes(f, 1) 


1 — sin z 

= 2m lim(z - lj— —7 — 

J z(z-l)(z + l) 


= (1 — sin l)7ri. 


c) Soit 7 = {z € C/|z — i\ = 2 }- Puisque, il n’y a pas de singularité à 
l’intérieur de 7 , alors par le théorème de Cauchy, 


1 — sin z 
z 3 — z 


dz = 0 . 


Exercice 2 (6 Pts) 

1) Nous remarquons que l’équation z 3 = 1 possède 3 solutions données par : 

■>/- ,2 irk s ,2 irk. 

z k = VI = cos(— ^— ) + isin(— ), A: = 0,1,2. 

Ainsi, les solutions sont 

Zo = 1 

, 2t\ \ .. . 27t , .■ 2tt 

z\ = cos( — ) + isin( — ) = e 3 
3 3 

/ 47T . . ,47T. ,-4tt 

0 2 = cos(— ) + îsm(— ) = e 3 . 

2) La solution complexe de partie imaginaire positive est 


,2? r. 


, 27T n 


1 . \/3 


j = e l 3 = œ s(y) + isin(y) = -- + i— . 


a) On peut voir facilement que j 2 = e ! 3 qui est encore solution de l’équation 

z 3 = 1. 

b) Nous remarquons que 


47T s 


,47T, 


j = e* 3 = cos(— -) + isin(— -) 


_ _v / 3 i 

‘T + 2 

27T. . . 27T 

= cos(— ) + 1 sin(— ) 

27F . . 47F _j 22 r 

= cos (y) -*sm(y) = e 3 
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_ 1 

j J ' 


c) Par les réponses précédentes, on a 


1 + j + J = 1 + e* 3 + e 

,2-k . 

= 1 + 2cos(y). 


Exercice 3 (7 Pts) 

Soit la fonction 


/(*) = 


1 


z 2 + 9 

1) Les pôles de la fonction / sont 3 i et —3 i qui sont des pôles simples. 
Puisque le contour 7 ne contient que la singularité 3 i, alors par la méthode des 
résidus on a 


dz 


z 2 + 9 


= 27T?'( lim 


= 2niRes(f, 3 i) 
(z — 3 i) 


TT 


z^-3i (z — 3 i)(z + 3 i)' 


2) Nous remarquons que 


dz 


z 2 + 9 


'IR 


dz 

z 2 + 9 


+ 


rR _dx 
-R “ 


I P> x 2 + 9 


TT 

3' 


Après limite, quand R — > +00, on a 
dz 


lim 


iî— S>+oo J lR Z 2 +9 


= 0 car le pôlynome z +9 est de degré 2 qui est > 0 + 2 


(Voir théorème 5. 1). 
Ainsi, 


lim 


dz 


r»+ 00 


dx 


TT 


R— >+o o J 1 Z 2 + 9 


x 2 + 9 


6.2. Examen 2009 


103 


6.2 Examen 2009 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2008-2009 


Examen final. 


Exercice 1 (4 Pts) 

Soit le point M d’affixe z différent de i. On pose 

z + i 

w = 

z — i 

1. Déterminer l’ensemble des points M tels que Re(w) = 0. 

2. Déterminer l’ensemble des points M tels que Im(w ) = 0. 

Exercice 2 (5 Pts) 

Soit la fonction 

J,:l = (*-l)(z + 3) 

Développer la fonction / en série de Laurent dans les régions suivantes 

1. {z G C/ \z\ < 1}, 2. {z G C/ 1 < \z\ < 3}, 3. {z G C/ 3 < | z 


Exercice 3 (5 Pts) 

Calculer l’intégrale 

f r dz 

i 7 z 2 (z - 1) 

1. 7 = {z G C/ \z\ = 2}. 

2. 7 = {z G C/ \z — 1| = |}. 

3. 7 = {z G C/ |z — 2| = j}- 


Exercice 4 (6 Pts) 
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Soit la fonction 


m = 


Z 2 + 1 


1 . Déterminer les pôles de la fonctions /. 

2. Calculer par la méthode des résidus j) f{z)ds où 7 est le contour suivant 


3. En déduire 



cosx 

X 2 + 1 


dx 


et 



cos x 
x 2 + 1 


dx. 


Solution 


Exercice 1 (4 Pts) 

Soit z = x + iy, x,y £ IR, alors 

x + iy + i x + i(y + 1 ) 

w = : : = -, -r 

x + iy — 1 x + i{y — 1 ) 

__ x + i(y+ 1 )(x-i(y- 1 )) 

[x + i(y- 1 )(x-i(y- 1 )) 

x 2 + i(y + l)x — ix(y — 1 ) + y2 — 1 
x 2 + (y - l) 2 

x 2 + y 2 — 1 + 2 ix 
x 2 + (y - l) 2 

1. Re(w ) = 0 47 x 2 + y 2 — 1 = 0. 

L’ensemble des points M est un cercle de rayon 1 centré à l’origine d’equation 
x 2 + y 2 = 1. 

2. Im{w) = 0 47 x = 0. L’ensemble des points est une droite d’equation 
x = 0 . 

Exercice 2 (4 Pts) 

Soit 

m = 


(z- 1)^ + 3)' 
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On a 


1 _ i 1 

(z- 1)02 + 3) ~~ 4 (z - 1) “ 4(7+3) ' 


a. Le développement dans la région {zeC,| 2 :|<l}. 


1 


z — 1 


— 1 


1 - z 


OO 


-£**• 
n= 0 


1 


1 


1 


£(-D’ 


z + 3 3(f + l) 3 +- 

v o / n=0 

Ainsi, 

1 OO 1 OO 

n=0 n=0 

b. Le développement dans la région {z G C, 1 < |z| < 3}. 


1 


1 


z — 1 z(l - 


OO 

72=0 


1 1 


z + 3 3 


72—0 


Ainsi, 


i 77 i 

' ^ /ix n+l \ i \n("\n 


/«=ï Ey 

72—0 


1 Ët-mtî: 


12 


72—0 


Exercice 3 (6 Pts) 


Les singularités de la fonction f(z) = y 2 ^~_i) sont 0 Qui est un pôle d’ordre 2 
et 1 qui est un pôle simple. 


Res(f, 0 ) 


lim — \z z 


Y = lim 


e z (z — 1 ) — e z 


2 -s-o 1 ! L z 2 (z — 1) 2 - 5-0 (z — l ) 2 

(z — l)e z 


Res(f, 1) = lim 


2-5-1 z 2 (z — 1) 


= e. 


-2 


L Soit 7 = {z € C, |z| = 2}. Puisque il y a deux singularités à l’intérieur de 
7 , alors 

— = 2iri(Res(f , 0) + Res(f, 1)) 



= 27tï(— 2 + e). 
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2 . Soit 7 = {z G C, \z — 1 | = 2 }• Dans cette région, on a une seule singularité 
à l’intérieur. Ainsi 


(On peut utiliser aussi la formule intégrale de Cauchy). 

3 . Soit {z G C, \z — 2 | = ^}. Aucune singularité à l’intérieur de cette région, 
ainsi par le théorème de Cauchy, on a 


Exercice 4 (6 Pts) 

Soit la fonction 


1 . Les pôles de la fonction / sont i et —i qui sont des pôles simples. 

2 . Puisque le contour 7 ne contient que la singularité i , alors par la méthode 
des résidus on a 






7 r 


e 


3 . Nous remarquons que 



R 


Après limite, quand R — > +00, on a 


lim / ^5 =0 car le pôlynome z 2 + 1 est de degré 2 qui est >0+1 

R^+o o J lR Z 1 + 1 


l 


(Voir théorème 5 . 2 ). 
Ainsi, 



Ceci implique que 



Le faite que la fonction est paire, nous aurons 

cos xdx 1 f +oc cos xdx 7 r 



/ 


f 0 x 2 + l 2 J_ 00 x 2 + l 2e 
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6.3 Examen de rattrapage 2009 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2008-2009 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (7 Pts) 


Calculer l’intégrale 


ou 


1)7 = {z G C/\z\ = 2}. 

2) 7 = {z <E C/\z\ = \}. 

3) 7 = {z G C/| z + 1 | = 

4) 7 = {z G C/| z - 1 | = 

Exercice 2 (6 Pts) 


dz 


z(z — l) 3 


Soit la fonction 


/(*) = 


1 


z 2 + 2 z 


Développer la fonction / en série de Laurent au voisinage de 0 . 

Exercice 3 (7 Pts) 


Soit la fonction 


m 


i 

z 2 + z + 1 


l)Calculer par la méthode des résidus J ' f(z)dz où 7 est le contour suivant 



2 ) En déduire 


+00 


dx 
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Solution 


Exercice 1 (7 Pts) 

Les singularités de la fonction sont 0 qui est un pôle simple et 1 qui est un pôle 
d’ordre 3. 


Res(f, 0) = lim z. 


Z-S> 0 z(z — 1) : ' 


= - 1 . 


Res{f, 1) = ^ lim {{z - l) 3 . 1 3 )" 

2! z->- 1 z(z — l) 3 

= - liml-V' = - lim ( ^ ) = 1. 

2 z-nV 2«i l z 3; 

1) Soit 7 = {z G C/|z| = 2}. Puisque il y a deux singularités à l’intérieur de 
7, alors 

J z ( z _ 1)3 = 27T i[Res(f, 0 ) + Res(f, 1)] 

= 27T*[— 1 + 1] = 0. 

2) Soit j = {z € C/|z| = i}. Une seule singularité à l’intérieur, ainsi 


dz 


= 2TriRes(f, 0) 


z(z — l) 3 

= — 2771 . 

3) Soit 7 = {z G C/|z + l| = j}. Aucune singularité à l’intérieur, ainsi par le 
théorème de Cauchy, 

[ dz 
z(z - l) 3 

4) Soit 7 = {z G C/|z — 1| = 2}. Une seule singularité à l’intérieur, ainsi 


dz 


/ 7 z(z — l) 3 

= 2ttï. 


= 2iriRes(f, 1) 


Exercice 2 (6 Pts) 
Soit 


m 


1 

z(z + 2) 
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a) Le développement de la fonction / dans la région {z G C/|z| < 2}. 

f( , 1 1 11 

f( z ) = -■ 


z z + 2 2z 1 + | 


+oo 


n=0 

b) Le développement de la fonction / dans la région {z G C/|z| > 2}. 

, 1 1 11 

î \ z ) = - 


2 : 2 ; + 2 z 2 ’ 1 + § 

+00 




n=0 


Exercice 3 (7 Pts) 

1) Soit la fonction 


/(*) = 


z 2 + 2 : + 1 


Les pôles de la fonction sont 

-1 + y/3i 


z 1 = 


£2 = 


-1 - \/3z 

2 ’ 2 
Puisque le contour 7 ne contient que la singularité 27 , ainsi, 

f dz 

= 27ïiRes(f, 27 ) 


2) Nous remarquons que 

f dz 


z 2 + z + 1 

= 27ri lim (z — zi).- r- r 

1 [z — Zl)(z — Z2) 

_ 2 7T 

“71' 

f dz 


rR 


Z 2 + Z + 1 


+ 


dz 


'7K 


z 2 + z + 1 .7 _ r z 2 + z + 1 


27 T 

7 ! 


dz 


Après limite, quand iî — >• + 00 , on a lim / „ 

iî— S>+oo Z 2 + Z + 1 

,2 


= 0 car le polynôme 


z 2 + z + 1 est de degré 2 qui est > 0 + 2 ( voir théorème 5.1). 
Ainsi, 

dz 27 t 

z 2 + z + 1 y/ 3 ' 


r<+00 
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6.4 Examen 2010 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2009-2010 


Examen final. 


Exercice 1 (4 Pts) 

1) Résoudre dans C, l’équation 


z 


2) Calculer le module et l’argument de la solution trouvée. 

3) Calculer ln(z). 

Exercice 2 (6 Pts) 

Calculer l’intégrale suivante 

[ dz 

] 1 {z+ m z -i) 

où 

1) 7 = {z G C/| z -i\ = 

2) 7 = {z G C/|z — 1| = 1}. 

3) 7 = {z G C/| z + 1| = 1}. 

4) 7 = {z G C/|z| = 2}. 

Exercice 3 (4 Pts) 

Soit la fonction 

• /(:) = z * 1 2 3 4 (z — 4) ' 

Développer la fonction / en série de Laurent au voisinage de 0. 

Exercice 4 (6 Pts) 


Calculer l’intégrale suivante 
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Solution 


Exercice 1 (4 Pts) 
1) On a 

ceci implique que 
Ainsi, 


z-1 


= i => z — (z — l)i = 0 


z( 1 — i ) = — i. 


z = 


— i 1 i 
1 -i ~ 2~ 2' 


2)Le module de la solution précédente est : 




L’ argument est : 


— TT 


arg( 2 :) = arctan( — l) = — — . 


3)Le logarithme complexe est : 

ln(z) = ln \z\ + i arg (z) 


= ln( — )-i 7F . 
v 2 J 4 


Exercice 2 (6 Pts) 


Les singularités de la fonction f(z) = sont —1 qui est un pôle 

d’ordre 2 et 1 qui est un pôle simple. 

1) Soit 7 = {î£ C/ \z — i | = g}- Puisque les singularités sont à l’extérieur de 
la région, alors par le théorème de Cauchy, 


cos(;z) 


(z + 1 y 2 (z - 1) 


dz = 0. 


2) Soit 7 = {;zeC/|z — 1| = 1}. Dans cette région, on a une seule singularité 
à l’intérieur. Ainsi, 


cos(2) 


'7 


(z + l) 2 (z-l) 


dz = 2iriRes(f, 1) 


7 vr ( n cos ( z ) 

= 27 rz(lim(z - Y )- — — 

z-> V (z + l) 2 (z-l) 
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cos(l) 

3) Soit 7 = {z G C/|z + 1| = 1}. Dans cette région, on a une seule singularité 
à l’intérieur. Ainsi, 


cos( 2 :) 


n 


(z + 1 ) 2 (z - 1 ) 


dz = 2iriRes(f, —1) 


. , 1 . o cos(z) ... 

= 2„( i hm i -(( Z + 1) (J; + 1)2 , ' ( ._ 1} ) ) 


= 27ri( lim 
z->-l 


— (z — 1 ) sin(z) — cos(z) , 


—2 sin(l) — cos(l) —2 sin(l) — cos(l) 

= 2 tt*( ) = ). 

4) Soit 7 = {z G C/|z| = 2}. Puisque, il y a deux singularités à l’intérieur de 
7 , alors 

/ ( z + C i°) 2 ^~ _ -g = 2?ri[Æes(/, -1) + Res(f, 1)] 

. — 2 sin(l) — cos(l) cos(l). . . 

= 2vrz( ±-L + — ^) = —m sin(l). 

Exercice 3 (4 Pts) 


Soit 


m = 


z 2 (z — 4) 


1) Le développement de / en série de Laurent au voisinage de 0 dans la région 

{z G C/\z\ < 4}. 


m = 


1 1 


1 1 


z 2 z-4 4z 2 | — 


-, +oo 

- = V(-) n 

1 


n = 0 


2) Le développement de / en série de Laurent dans la région {z G C/4 < 

\z\ < +oo} 

+00 a 


z 1 — - z — ' 


i ' z 

71=0 


Exercice 4 (6 Pts) 


Soit l’intégrale 


r-2îr 


I = 


de 


I g 5 + 3cos(0) 
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L’idée est de convertir l'intégrale trigonométrique en une intégrale complexe. On a 
alors 

1 = f I *£. 

Je 5 + 3(^±f-^-) iz 

où C est un cercle de centre 0 et de rayon 1. Ainsi, 

I = - f — — dz. 

i J c 3z 2 + lOz + 3 

Le polynôme 3z 2 + lOz + 3 possède deux racines z\ = — ^ et Z 2 = —3. 

Puisque le point — | est à l’intérieur de C, alors nous devons calculer le résidu de 
ce point. 


Res { — , — )= lim ((zH — ) -, ' 

V 3z 2 + 10z + 3’ 3 ; 3^ (z + i)(z + 3) ' 


_ 3 

“ 8 ’ 

/ = 2 / — dz= -( 2 tt *)(-) 

i Je 3z 2 + lOz + 3 o' 


37 r 

Y' 
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6.5 Examen de rattrapage 2010 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2009-2010 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (5 Pts) 

Résoudre dans C, 

2 i sin z + e~ lz = 1 + i 


Exercice 2 (7 Pts) 


Calculer l’intégrale curviligne suivante 



z 2 dz 


où C est le cercle d’équation \z — 1| = 1. 


Exercice 3 (8 Pts) 

Soit la fonction suivante 


m = 


z 2 - 2z + 1 


1) Trouver les singularités de /. 

2) Calculer l’intégrale f(z)dz où 

a) 7 = {z € C/| z — 1| = 1} 

b) 7 = {z G C/| z + 1| = 1}. 


Solution 


6.5. Examen de rattrapage 2010 
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Exercice 1 (5 Pts) 

On remarque que 

p iz _ p-iz 

2*( ) + e- iz = l + i. 

=7 e iz = 1 + i. 

=>■ iz = ln(l + i). 

z = y(ln(v/2 ) + ij)- 

=y- z = — iln(V2) + 

Exercice 2 (7 Pts) 

On remarque que 

z = 1 + e ü avec 0 < t < 2ir, 


et ceci implique que 


Ainsi, 


dz = ie u dt et z = 1 + e lt . 


r-2îr 


z 2 dz = I (1 + e u )' z (ie lt )dt 
C J o 

2 n 

—it i —2 it\f-At\ 


(1 + 2 e~ u + e- M ){ie u )dt 


/ o 


r-2-n- 


/O 


+ 2* + ie lt )dt 


= + 2^ + i[ e ^]^ 

= 471 + 


Exercice 3 (8 Pts) 

Soit la fonction 


/(*) = 


- 2 * + 1 


1) On remarque que z 2 — 2z + 1 = (z — l) 2 , ainsi la singularité est 1 qui est 
un pôle d’ordre 2. 

2) Soit a )7 = {z G C/|£ — 1| = 1}. 

/ f(z)dz = 2niRes(f, 1) 
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= 2Tridlim((z-l) 2 f(z))") 

2 z—>l 


= 2ni(—-e iz ) = — nie 1 . 

b) 7 = {z G C/| z + 1| = 1}. Aucune singularité à l’intérieur de 7, ainsi, par 
le théorème de Cauchy, 
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6.6 Examen 2011 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2010-2011 


Examen final. 


Exercice 1 (6 Pts) 

Soit z = x + iy où x et y sont deux réels et soit la fonction 

f{z) = 2x(l - y) + i(x 2 3 -y 2 + 2 y). 

Démontrer que f(z ) est analytique. 

Exercice 2 (6 Pts) 

Calculer l’intégrale 

f e iz dz 

J.w+w 

où 

1) 7 = {zé C/\z + i\ = ^}. 

2) 7 = {z e C/\z + 1| = \}. 

Exercice 3 (8 Pts) 

Soit la fonction 

' /(:) = («2 + 4)2 

1) Déterminer les singularités de f(z) à l’intérieur de 7 qui est le contour suivant 



2) Calculer l’intégrale f(z)dz. 

3) À partir de la relation 


lim / f(z)dz 
R — >-+oo J ^ 


lim / f{z)dz + lim 
R — >-+00 J ryji R-^-\-o o 



f(x)dx, 


déduire 


OO 


dx 
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Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 


Soit f(z) = 2x(l — y) + i(x 2 — y 2 + 2 y). 

Posons 

u(x, y) = 2æ(l - y) et v(x, y) = x 2 - y 2 + 2y. 

Nous remarquons que u et v sont des fonctions différentiables par rapport à x et y. 
Pour que / soit analytique, il faut que u et v vérifient les deux conditions de 
Cauchy-Riemann : Soit 


du dv 
dx dy 


du 


dv 


Or on a : 


et on a aussi, 


dy dx ’ 


dv 


du 

- = 2-2y et — = -2y + 2. 
dx dy 


du 


dv 


—— = —2x et — = 2x 


dy 


dx 


Les deux conditions étant vérifiées. / est analytique dans C. 

Exercice 2 (6 Pts) 

Soit la fonction 

„iz 

/(*) = 7- 


+ 1 ) 2 ' 

Les singularités de / sont i et — i. Nous remarquons que ces points sont des pôles 
d’ordre 2. 

1) Soit 7 = {z € C/| z + i\ = |}. Une seule singularité à l’intérieur de 7, 


ainsi, 


(z 2 + l) 2 


dz = 2n iRes(f, — i ) 


= 27n'[ lim 


■z->-i (2 - 1 )! 




(z + i) 2 (z — i) 2 ' 


= 2ni lim (- 


z^r-l (Z ~ l) 


f e lz , ie lz (z — i) 2 — 2(z — i)e lz 

1 WTW 2 = = 

Remarque. On peut utiliser la formule intégrale de Cauchy. 
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2) Soit 7 = {zé C/|z + 1| = 2 }• Aucune singularité à l’intérieur de 7, ainsi 
par le théorème de Cauchy, 


Exercice 3 (8 Pts) 


Soit 


(z 2 + l) 2 


m = 


dz = 0. 


1 


(z 2 + 4) 2 

1) Les singularités de / sont les points qui vérifient z 2 + 4 = 0. Ce qui donne 
deux singularités 2 i et —2 i. 

Nous remarquons que la singularité 2 i est à l’intérieur de 7. 

2) Puisque le contour 7 ne contient que 2 i, alors 

f dz 


= 2iri [ lim 


(z 2 + 4)2 

1 


= 2mRes(f, 2 2) 
1 


z^2i (2-1)! 


{(z - 2 i) 


•\2 


= 2tti lim 


(z — 2 i)(z + 2i) 2 ' 

1 


= 27ri lim 


z — y2i ( Z ~\~ 2i)2 

-2 7 r 


z-5>2i [z + 2 i) 3 16 


3) Nous avons 


cR 


lim / f(z)dz = lim / f{z)dz + lim 


— ^-|-CXD 


— ^-|-oo 


’IR 


R — ^“j-oo J 


f(x)dx. 


Nous remarquons que 


lim 


1 


rdz = 0 


R— >+00 J lR (z 2 +4)2 

car le polynôme (z 2 + 4) 2 est de degré 4 qui est supétieur à 0 + 2. (Voir théorème 
5.1). Ainsi, 

dx 7 r 


/ +00 

-OO 


(x 2 + 4)2 16 

Puisque 73.2+4)2 est une fonction paire, alors 


/ +OO 
-OO 


dx 


r»+oo 


= 2 


dx 


TT 


Ce qui implique que 


{x 2 + 4)2 J 0 ( x 2 + 4)2 16 

dx 


p+OO 


7 r 


/ o (x 2 + 4)2 32' 
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6.7 Examen de rattrapage 2011 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2010-2011 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (7 Pts) 


Soit la fonction 


/(*) 


1 — sin ^ 

z 3 — z 


1) Déterminer les singularités de la fonction /. 

2) Calculer l’intégrale 


/ f(z)dz 
J'y 


a) 7 = {z e C/\z\ = \} 

b) 7 = {z <E C/| z - 1| = \} 

c) 7 = {z £ C/|z — i\ = g}. 

Exercice 2 (6 Pts) 


1) Résoudre l’équation z 3 = 1 en utilisant la forme exponentielle. 

2) On note j la solution complexe de partie imaginaire positive. 

a) Vérifier que j 2 est aussi solution. 

b) Montrer que j 2 = i = j. 

c) Calculer 1 + j + j 2 - 
Exercice 3 (7 Pts) 


Soit la fonction 


m 


i 

z 1 2 + 9 


1) Calculer par la méthode des résidus f(z)dz où 7 est un demi-cercle de 
rayon R centré à l’origine. 

2) En déduire 



dx 

x 2 + 9’ 


Solution 


6.7. Examen de rattrapage 2011 


121 


Exercice 1 (7 Pts) 


1) Les singularités de la fonction / sont 0, 1 et -1 qui sont des pôles simples. 

2) a) Soit 7 = {z G C/|z| = ^}. Puisque, il y a une seule singularité à 
l’intérieur de 7 , alors par la méthode des résidus, 

1 — sin z 

— 77 dz = 2i xiResif, 0) 

z à — z 



= 2 ni lim z( 1 /"V* ) = ~ 2itL 

z->0 z{z A — 1) 

b) Soit 7 = {z G C/| z — 1| = 5 }- Puisque, il y a une seule singularité à 
l’intérieur de 7 , alors 


'7 


1 — sin z 
z 3 — z 


dz = 2iriRes(f, 1) 


1 — sin z 

= 2m lmriz — 1 )— —7 — 

2^i v J z(z-l)(z + l) 


= (1 — sin l)7rz. 


c) Soit 7 = {z G C/|z — i\ = 2 }- Puisque, il n’y a pas de singularité à 
l’intérieur de 7 , alors par le théorème de Cauchy, 


1 — sin z 

z 3 — z 


dz = 0. 


Exercice 2 (6 Pts) 


1) Nous remarquons que l’équation z 3 = 1 possède 3 solutions données par : 

■•r- ,27rk . ,2 -irk. 

z k = vl = cos (-g-) +ism(— ), A: = 0,1,2. 

Ainsi, les solutions sont 

ZQ = 1 

27T . 27T -27T 

Z\ = cos(— ) + ïsm( — ) = e 3 

.47T. . . Ait. 

2:2 = cos( — ) + îsm(— ) = e 3 . 

2) La solution complexe de partie imaginaire positive est 

j2zr 27F . . 27T 1 .a/3 

J = e 3 = cos(y) + ïsm(y) = -- +z— . 


a)On peut voir facilement que j 2 = e 1 3 qui est encore solution de l’équation 

2 3 = 1 . 
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b) Nous remarquons que 


■ 2 i— /47T. ■ • /^VT . 

j =e a = cos( — j + îsm( — J 


\/3 i 

~ 2~ + 2 

271- . . —27 T 

= cos(— )+7Sin(— ) 

27F . . 47T _j22r 

= cos(y) - *sin(— ) = e s 

_ 1 
j J ' 


c) Par les réponses précédentes, on a 


1 +j + j 2 = l + e 1 ^ +e~ 1 ^ 
= 1 +2œs(y). 


Exercice 3 (7 Pts) 


Soit la fonction 

^ 

1. Les pôles de la fonction / sont 3 i et —3 i qui sont des pôles simples. 

Puisque le contour 7 ne contient que la singularité 3 i, alors par la méthode des 
résidus on a 

r dz 

J y 2 + 9 = 2vriiîes(/,3i) 

= 2M lim ( "- 3,:) ■) = 

z^3i (z — 3i)(z + 3i) 3 

2. Nous remarquons que 

f R dx _ 7 r 
+ J- R x 2 + 9 “ 3' 


z 2 + 9 est de degré 2 qui est >0+2 


dz 

z 2 + 9 


'm 


dz 

z 2 + 9 


Après limite, quand R -+ +00, on a 
dz 


lim 


R - >+00 J lR z 2 + 9 


= 0 car le pôlynome 


(Voir théorème du cours). 

Ainsi, 

f dz Z" 1-00 dx n 
æ-4+oo z 2 + 9 7^00 x 2 + 9 3 
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6.8 Examen 2012 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2011-2012 


Examen final. 


Exercice 1 (7 Pts) 


Soit z = x + iy où x et y sont deux réels et soit la fonction 


m = e z . 


1) Mettre f(z ) sous la forme P(x, y) + iQ(x, y). 

2) Montrer que f(z ) est analytique (holomorphe) dans C. 

3) Calculer le module et l'argument de f(z). 

Exercice 2 (6 Pts) 

Soit 

m = z 


1) Calculer 



où 

a) 7 : le segment de droite joignant les points (0,0) et (2,1). 

b) 7 : le quart-de-cercle de centre (0, 0) et de rayon 2. 

Exercice 3 (7 Pts) 

Soit 


1) Déterminer les points de singularités de la fonction /. 

2) Développer la fonction / en série de Laurent au voisinage de 0. 

3) Calculer de deux manières différentes le résidu de f(z) en z = 0. 

4) En déduire la valeur de l’intégrale 


avec 7 un cercle d'équation 


z 2 (z - l) d ' Z 

1 

" 2 ' 


Solution 


124 


Examens 


Exercice 1 (6 Pts) 

Soit la fonction f(z) = e z 
1. Soit z = x + iy, on a 

e x+iy = e x e iy = e x (cosæ + isinæ). 


Ainsi P(x, y) = e x cos x et Q(x , y ) = e x sin x. 

2 . Montrons que / est analytique dans C. Il suffit de vérifier les conditions de 
Cauchy-Riemann, 


d P 

— (x,y) = e x cos y, 


dP 

dy 


(x,y) = —e x sin y, 


Ainsi 9 P = W et dP = W 

ox oy Oy ox 

Le module de / est 


dQ 

dy 

dQ 

dx 


(x,y) = e x cosy, 
(x,y) = e x sin y. 


y/ ( e x cos y ) 2 + ( e x sin y ) 2 = 



= e 


L’argument de / est 


arg(e^) = y + 2 kn, k G Z. 


Exercice 2 (6 Pts) 

Soit 

f(z)=Z 


1) Calculer 



où 

a) 7 : le segment de droite joignant les points (0, 0) et (2, 1). 


7(f) = (2 + i)t, 0 < t < 1, 

y (t) = (2 + o 


f zdz = f (2 — i)t (2 + i)dt = 5 f tdt = 5 — -] q = — . 

J'y J 0 J 0 2 2 

b) f zdz avec 7 : un quart-de-cercle de centre (0, 0) et de rayon 2. 


7T 


7 (t) = 2e , 0 < t < - 


7 '(t) = 2ie 


•it 


zdz = / ( 2 e lt )( 2 ie lt )dt = 4i 

do 


2 7T 

dt = Ai— = 2vri. 
, 2 
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Exercice 3 (7 Pts) 

Soit 


1. Les singularités de / sont 0 (pôle double) et 1 (pôle simple). 

2. Le développement de / en série de Laurent au voisinage de 0 : 
Si \z\ < 1 on a 



Si \z\ > 1 on a 



3. Le calcul des résidus 


Res(f, 0) = a_i = — 1 


car on sait que le développement est Si |^| < 1 on a 



n = 0 


D’autre part et puisque 0 est un pôle d’ordre 2, on a 



4. 


L 


|*|=| z2 ( z ~ !) 


dz = 2iriRes(f,0) = —2ni. 
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6.9 Examen 2012bis 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2011-2012 


Examen final. 


Exercice 1 (6 Pts) 

Soit z = x + iy où x et y sont deux réels et soit la fonction 

f{z) = z 2 - 2z. 


1) Mettre f(z) sous la forme P(x, y) + iQ(x, y). 

2) Montrer que f(z ) est analytique (holomorphe) dans C. 

Exercice 2 (8 Pts) 

Soit 


1) Détrminer les points de singularités de la fonction /. 

2) Développer la fonction / en série de Laurent au voisinage de 0. 

3) Calculer de deux manières différentes le résidu de f(z) en z = 0. 

4) En déduire la valeur de l’intégrale 


cos(z) , 

TT — dz 

z à 


avec 7 un cercle d’équation \z\ = 1 . 

Exercice 3 (6 Pts) 


1) Calculer 



où 

a) 7 : le segment de droite joignant les points ( 0 , 0 ) et ( 1 , 1 ). 

b) 7 : l’arc de courbe de y = x 2 limité par les points z = 0 etz = l + L 

2) En déduire que f(z) n’est pas analytique (holomorphe). 


Solution 


6.9. Examen 2012bis 
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Exercice 1 (6 Pts) 

1) Soit z = x + iy. On peut écrire 

f{z)) = z 2 * - 2z = (x + iy) 2 - 2(x + iy) 
= x 2 — y 2 — 2x + i{2xy — 2 y). 


Ainsi, 

P(x,y) = x 2 - y 2 -2x, Q(x, y) = 2xy - 2y. 

2) Nous vérifions les conditions de Cauchy-Riemann. 

dP d Q 

- = 2x-2 P* =2x- 2 

ox oy 

^-.99 W - 9 

o — 2 y 2 — 2 y 

oy ox 

Ainsi, / est analytique (holomorphe) dans C. 

Exercice 2 (8 Pts) 


Soit 


m = 


cos (z) 


1) La singularité de / est 0. 

2) Nous remarquons que 


cos(^) = 1 - 2! + 4! “ 


Ainsi, 


/(*) = 


-, r 2 r 4 

i 2! i 4! 


1 î z _ 

“ *3 “ 2z + 4! ~~ 


3) La première méthode : Sachant que 


Res(f, 0) = a - 1 


Ce qui implique que Res(f, 0) = — 

Deuxième méthode : Nous remarquons que 0 est un pôle d’ordre 3, ainsi 


Res(f, 0) = 


1 


ocos(z) „ 
lim [z à 1 


(3 - 1)! ^o L z 
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est : 


1 

“ 2 

4) Puisque 0 appartient à l’interieur du cercle \z\ = 1, alors 

f cos (z) , 1. 

J\z\=l z 2 

Exercice 3 (6 Pts) 

a) La paramétrisation du segment de droite joignant les points (0, 0) à (1, 1) 
7 (i) = (l + ï)i avec t G [ 0 , 1 ] 

7 '(*) = (! + *)■ 


La dérivée est 
Ainsi, 


f zzdz = f (1 + i)t(l — i)t(l + i)dt 

J 7 J 0 

= (l + i) 2 (l — i) f t 2 dt 
J o 

, xr t 3 nl 2 2 i 

-2(l + z)[— ] 0 - 3 + y 

b) Nous pouvons utilisés la paramétrisation suivant pour l’arc de courbe y = 


x 2 . 


La dérivée est 
Alors, on a 


7 (t) = t 2 + it 4 avec t € [ 0 , 1 ]. 
7 '(t) = 2t + 4ii 3 


-t 


/ zzdz = / (t" + it 4 )(t 2 — it 4 )(2t + 4it d )dt 
1 7 40 

2 = [ (t 4 + t 8 )(t + 2it 3 )dt 

J o 


= 2 


f (t 5 + t 9 + 2if 7 + 2if 11 )<if 

J o 


A 6 t 10 


A2 


— 2[ — — b ttt "b 2ï— — b 2i— — ln 


6 10 


12 - 


8 5i 
“ 15 + 6~‘ 


2) La fonction f(z) n’est pas analytique car 


/ zzdz yb / 

■■'71 4 72 


zzdz 


avec 7 i le segment de droite et 72 l’arc de courbe y = x l . 
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6.10 Examen de rattrapage 2012 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2011-2012 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (6 Pts) 

Soit z = x + iy où x et y sont deux réels et soit la fonction 

f(z) = X * 1 2 + iy 3 . 

1) Montrer que f(z) n’est pas analytique en tout point (x,y) + ( 0 , 0 ). 

2) La fonction f(z ) est-elle analytique en (0, 0)? 


Exercice 2 (6 Pts) 

Soit 


f(z) = ZZ 


Calculer l’intégrale suivante 



a) 7 : le demi-cercle de centre 0 et de rayon 1 . 

b) 7 : le segment de droite joignant les points ( 0 , 0 ) et ( 1 , 0 ). 


Exercice 3 (8 Pts) 

Soit i 

= (. z-2) 2 {z 2 + l )' 


1) Déterminer les points de singularités de / et leurs types. 

2) Calculer l’intégrale 


/ f(z)dz 
J -y 


avec 

a) 7 = {z G C/\z\ = 5 } 

b) 7 = {z £ C/I^l = 4}. 
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Solution 


Exercice 1 (6 Pts) 


1) Nous appliquons les conditions de Cauchy-Riemann. 


/(Y) = u(x,y) + iv(x,y) 


avec 

Ainsi, 


u(x,y)=x 2 et v(x,y) = y 3 


du , dv 

7T = 2x ^ TT = 3y 

dx dy 

du dv 

— = 0 et — = 0. 

dy dx 


Nous concluons que pour (x, y) / (0, 0), / n’est pas analytique. 

2) Pour (x,y) = (0,0), nous remarquons que que les conditions de Cauchy- 
Riemann sont vérifiées donc / est holomorphe en (0, 0) mais non analytique car 
l’analyticité exige que / soit holomorphe dans un voisinage de (0, 0). 

Exercice 2 (6 Pts) 


1 ) 


7 (t) = e lt 0 < t < n 
Y(t) = ie ü 


Nous avons 


2) 


Exercice 3 (8 Pts) 


/ zzdz = / {e ü )(e lt )(ie lt )dt 

■J'i J o 

= i r e ü dt = i[-é% = - 2. 

J o 1 


7 (t) = t avec 0 < t < 1. 



V(t) = 1 



1 

3' 


1) Les singularités de / sont 2, i et —i. 
2 est un pôle d’ordre 2. 
i et — i sont des pôles simples. 
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2) a) Nous remarquons que à l’intérieur de la région \z\ = 2 , il n’existe pas de 
singularités, ainsi par le thôrème de Cauchy, nous avons 

[ f(z)dz = 0. 

•' 1 * 1=5 

b) Les trois singularités (2, i et —i) sont à l’intérieur de la région |^| = 4, ainsi 

/ f(z)dz = 27 Ti(Res(f, i ) + Res(f, —i) + Res(f, 2)) 


H = 4 


Res(f, 2) = 


1 


lim 


(s- 2) 2 . 


1 


(2-1)! 2^2 
Res(f,i ) = lim(£ — i). 


= lim — - 


2z 


(z — 2) 2 (z 2 + 1) J 2— >2 (z 2 + l) 2 

1 1 


(z — 2) 2 (z — i)(z + i) 6i + 8 

1 1 


Res(f,—i)= lim(z + i). 7 w . — 

w ; ; (z-2) 2 (z-i)(z + i) -6i + 8 


Ainsi, 



f(z)dz = 27 ri 


(4 1 1 \ 

V 25 + 8 - 6i + 8 + 6?: J 


= 0. 


4 

25 
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6.11 Examen 2013 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2012-2013 


Examen final. 


Exercice 1 (4 Pts) 

Soit z = x + iy où x et y sont deux réels et soit la fonction 
f(z ) = 3x — y + 5 + i(ax + by — 3). 

1) Pour quelles valeurs de a et b, la fonction / est holomorphe sur C. ? 

2) Soit la fonction g(z) = . La fonction g est-elle holomorphe ? 

Exercice 2 (12 Pts) 

Soit la fonction 

/O) = / -, w ^ 

(z + l){z-2) 

1) Trouver les singularités de la fonction / avec leurs types. 

2) Développer la fonction / en séries de Laurent au voisinage de 2 et —1. 

3) Calculer les résidus de la fonction / aux points z = 2 et z = — lde deux 
manières différentes. 

4) En déduire la valeur de l’intégrale suivante 

fy ( Z + 1)( Z ~ 2) ^ 

avec 

a) 7 = {z G C/\z\ = \}. 

b) 7 = {z G C/\z + 1 | = 1 }. 

0)7 : un carré de sommets 3 + 3 i, —3 + 3 i, —3 — 3z, 3 — 3i. 

Exercice 3 (4 Pts) 

Soit la fonction f(z) = 

1) Calculer l’intégrale I = f f(z)dz avec 7 le contour suivant 
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2) Sachant que lim / f(z)dz = 0, en déduire, lim 

R >-+00 J, y R R-^-\- O 


et les valeurs des deux intégrales suivantes 



çiax 

x 2 + 4 


dx 



cos (ax) 
x 2 + 4 


dx, 



sin(aæ) 
x 2 + 4 


dx. 


Solution 


Exercice 1 (4 Pts) 

1) Soit f(z ) = 3x — y + 5 + i(ax — by — 3) avec 

u = Re(f(z)) = 3x — y + 5 v = Im(f(z )) = ax — by — 3. 
Nous vérifions les conditions de Cauchy-Riemann. 

du _ o _ dv _ L ^ L _ O 

— ^ — o — b =$• b — 3. 
arc ay 

<9tt <9n 

- = -]. = = -a => a = 1. 

oy ax 

Ainsi, / est holomorphe si a = 1 et b = —3. 

2) Soit g(z) = s= =-^, on a 

, (x + iy) 2 — 1 x 3 — 3 y 2 x — x 3 x 2 y — y 3 — y 

9{x + iy) = : = — — ^ h i- 


x — iy 


x - + y z 


x z + y z 


Nous vérifions facilement que les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas véri- 
fiées. Ainsi, la fonction g n’est pas holomorphe. 

Exercice 2 (12 Pts) 

Soit /(~) = (z+ 1 )%— 2 ) - 

1) Les singularités de / sont —1 et 2 qui sont des pôles simples. 

2) Le développement de / en série de Laurent au voisinage de — 1 : 
a) I z 1 1 < 3 




_ 1 , _ 2 
z + 1 ' z -2 ^ ° 3 3' 




lr 1 


A 


l r 1 


1 


3 l z + l 3'l-(5±i) J 3 2 + 1 


3 2 + 1 z + 1 — 3 

l r 1 2 g ( ^ + l, nl 


3 ^ 3 

n = 0 
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b)3 < \z + 1| < +oo. 


/(^) = 2 


= ibir + - 


= i[^r + - 2 


3 L 2 + 1 ’ 2 — 2 J 3 L 2 + 1 ' 2 + 1 — 3 J 3 L 2 + 1 ’ z+ 1 1 — +L_' 


l r 1 


+ 


2 PZ, 3 


E(rxr)"]' 


3 2 + 1 z -\- 1 J z + 1 ' 

n = 0 

• Le développement au voisinage de 2. 
a) \z - 2| < 3, 

,,,1,2 1 , 1,2 1 
f( z ) = ôi— n + rrrl = ôï ~ + 


l r 2 11 

+ 77 • - 


3 L 2-2 ' z + 1 1 3 L z-2 ' z-2 + 3 1 3 l z-2 ' 3'^ + l J 


l r 2 


3 z-2 3 


1 +oo 

+ sE(-d’ 


,z-2 


) n ] 


n = 0 


b)3 < \z — 2| < +oo. 


... l r 2 1 , 1,1 1 

/(*) = ôt— -+ + ml = ôf ~ + 


l r 2 


+ 


3 z-2 2 + 1 3 z-2 z — 2 + 3 

11 19 1 j~°° Q 


3 z-2 2 — 2 1 -) — , 3 z-2 2 — 2 

z-2 n = 0 

3) Le résidu de la fonction / au point —1 est 

Res(f, — 1) = lim (2 + 1) 

D’autre part, on sait que 


z-y-l 


z _ 1 

(2 + 1 ) (2 2) “ 3 


Res(f, — 1) = a_i, le coefficient de la série de Laurent. 

Ceci implique, d’après la question 2 que a_ 1 = 

Le résidu de la fonction / au point 2 est 

Res(f, 2) = fc(z - 2) (z _ 2) ^ +1) = 

De la même manière, nous remarquons que a_i = 

4) a) 

dz = 0 


d| z |=| (z + l)(z-2) 

puisque aucune singularité n’est à l’intérieur du cercle \z\ = alors par le théo- 


rème de Cauchy, nous avons le résultat, 
b) 

f z 


'|z+l|=l ( Z + 1)( 2 — 2 ) 


dz = 2iriRes(f, — 1) = 2ni/3 
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c) 


Z 


,1 


I + _ 7 ^dz = 2 iri(Res(f , — 1) + Res(f, 2)) = 2 ttz(- + 


Exercice 3 (4 Pts) 


1) 


/ 


e 7r 

^^ = 27rii2ea(/,2*) = ^. 


2) Nous remarquons que 


+ 


rR giax 


/ 7 z 2 + 4 J lR 2 2 + 4 x 2 + 4 


Ainsi, après passage à la limite, nous avons 


/ 


+oo çiax 


7 T 


c 2 + 4 2e 2a 


Ceci implique que 


r+OO 


cos(ax) TT 


c 2 + 4 2e 2a 


/ +oo 
-oo 


sm^axj 
x 2 + 4 


= 0. 


) = 27TZ 
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6.12 Examen de rattrapage 2013 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2012-2013 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (5 Pts) 

Soit z = x + iy où x et y sont deux réels. 

1) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de ln(z). 

2) Résoudre dans C, 

e 2iz + 2e iz -1 = 0. 

3) En déduire la solution en précisant la partie réelle et la partie imaginaire de 
l’équation 

sin(z) = i. 

Exercice 2 (6 Pts) 

1) Calculer les intégrales suivantes 

/ = / zdz J = / zdz 

d'n J 72 

avec 

a) 7i : la droite y = x + 2 joignant les points (0, 2) et (1, 3). 

b) 72 : la courbe d’équation y = x * 1 2 3 + 2 joignant les points (0, 2) et (1, 3). 

2) Dire pourquoi les valeurs de I et J sont différentes ?. 

Exercice 3 (9 Pts) 

Soit l’intégrale suivante 


/ = 


e z dz 

z 2 (z- 2)’ 


avec 

a) 7 = {z G C/|z| = 1} 

b) 7 = {z G C/| z — 2| = 1} 

0)7 = {z € C/\z + 2| = 1} 

1) Calculer I par la formule intégrale de Cauchy. 

2) Calculer I par la méthode des résidus. 
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Solution 


Exercice 1 (5 Pts) 

1. On sait que Inz = ln|z| + iArg(z), ainsi Re(z ) = ln|<;| et Im(z) = 
Arg(z). 

2. On a e 2iz + 2e iz -1=0. 

Posons X = e lz nous avons X 2 + 2X — 1 = 0 
A' = 2 et Xi = -1 + y/2, X 2 = —1 — y/2. 

Ainsi e lz = — 1 + \[2 ou e lz = — 1 — y/2. 

Ceci implique que iz = ln(— 1 + y/2) ou iz = ln(— 1 — y/2). 

3. On a sin z = i implique que e 2lz + 2e lz — 1 = 0. 

Les solutions sont 

iz = ln(— 1 + y/2) ^ z = —i ln(— 1 + V2), 


ou 

iz = ln (— 1 — y/2) =$>■ z = — iln(— 1 — y/2). 


Exercice 2 (6 Pts) 

1 . f zdz avec 71 : la droite y = x + 2 joignant les points ( 0 , 2 ) et ( 1 , 3). 



/ (x — iy)d(x + iy) = / (x — iy) (dx + idy) 

J 11 J 71 

/ (xdx — iydx + ixdy + ydy) 

J 71 

f (xdx — i(x + 2 )dx + ixdx + (x + 2 )dx) = j (2x + 2(1 — i))dx 

J 0 J 0 

[x 2 + 2(1 - i)x\l = 3-2 i. 
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2. f zdz avec 72 : la courbe d’équation y = x 2 + 2 joignant les points (0, 2) 
et(l,3 )! 2 



/ (x - iy)d(x + iy) = / {x — iy){dx + idy) 

■J 72 ^72 


(xdx — iydx + îxdy + ydy) 


'72 

ri 


(xdx — i(x 2 + 2)dx + 2 ix 2 dx + 2(x 2 + 2)xdx) 


2x à + ix 2 + 5x — 2 i)dx 


1 /t x o 5 9 
-x + -x + -x — 2xx 


J 0 


1 t 5 

= -H 1 2z 

2 3 2 


3-5, 

3 


Les valeurs des intégrales f zdz et f zdz sont différentes car la fonction 
f(z) = z n’est pas analytique (n’est pas holomorphe). 

Exercice 3 (9 Pts) 


1. En utilisant les formules intégrales de Cauchy, on a 


f e z dz 
/ 7 z 2 (z - 2) 


z-2 


dz = 27 ri 


z-2 


2=0 


= 27T7 


. f e z (z — 3) 


2=0 


= 2m | | . 


b) 


e z dz 


z 2 (z — 2) 


z-2 


-dz = 2iri -= 


2= 2 


= 2m\ — \. 


Par le théorème de Cauchy 


e z dz 


J 1 z 2 (z — 2) 

2. En utilisant la méthode des résidus, on a 


= 0. 


a) 1 17 ^ 2 ) = 0) = 2 " (“!) ' 

b) l ^02) = 2 " feS(/ ' 2) = “ (t) ' 

c) Même chose. 
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6.13 Examen 2014 


Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen 
Département des Sciences et techniques 


Niveau : ST/L2/S2 
UEF4/Math4 


2013-2014 


Examen final 


Exercice 1 (4 Pts) 

Soit z = x + iy où x et y sont deux réels et soit la fonction 


1) Mettre f(z) sous la forme P(x, y) + iQ(x, y). 

2) Vérifier que P et Q vérifient les conditions de Cauchy-Rieman. 

3) Calculer la dérivée de f(z). 

Exercice 2 (6 Pts) 

Soit 


1) Développer la fonction / en série de Laurent au voisinage de 0. 

2) En déduire le résidu de la fonction / en 0. 

Exercice 3 (4 Pts) 

Calculer l’intégrale suivante 


en utilisant la formule intégrale de Cauchy avec 

a) 7 = {z G C, \z — 2i\ = 1 } 

b) 7 = {z G C, \z — 2| = 1} 

Exercice 4 (6 Pts) 

Soit la fonction 


1) Calculer J ' f(z)dz par la méthode des résidus avec 7 = 7 _r U [— R , R] . 


f(z) = ze~ z 
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2) Montrer que 


lim / 

R^+oo J lR 


f (z)dz 


0, et en déduire la valeur de l’intégrale 



dx 

4x + 5) 2 


Solution 


Exercice 1 (4 Pts) 

On remplace z = x + iy, on a 

f{x + iy ) = (x + iy)e~ x ~ iy = e~ x (x + iy)(cos(y) — zsin(y)) 
= e~ x (xcos(y) + ysin(y) + iycos(y ) — ixsin(y)) 

Ainsi, 

{ P(x, y) = xe~ x cos y + ye~ x sin y, 

Q(x, y) = ye~ x cos y — xe~ x sin y 

2)Véritions les conditions de Cauchy-Riemann. 

= e~ x cos y — xe~ x cos y — e~ x y sin y 
^ = e~ x cos y — xe~ x cos y — ye~ x sin y 

| = —xe~ x sïn y + e~ x s'my + ye~ x cosy 


Ainsi, 


dP _ dQ 
dx dy 

3) La dérivée de la fonction / est 


^ = ie sin y — e sin y — ye cos y 

ap ôq 


et 


dy 

f(z) = e~*-ze- 


dx 


Exercice 2 (6 Pts) 


l)Le développement en série de Laurent autour de 0. 
Dans la région 0 < |^;| < 2, 


1 


1 1 


1 


+oo 


z(z + 2) 2z 1 + f 2 z 

' ' A n — i 


Et- 1 )' 


Dans la région 2 < |^;| < +oo 

1 1 1 


71=0 


+oo 


z{z + 2) z 2 1 + 1 z 2 


àB-» 


n \n 
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2)Le résidu de la foncdon / est le coefficient a_i dans la sériecde Laurent. On 


+oo 


+oo 


2z 


Et- 1 )' 


E 


n = 0 


n = 0 


2 n+1 


1 _ 1 Z 

“ 2z~ 22 + 23 + "‘ 

Ainsi, 

Res(f, 0) = 


Exercice 3 (4 Pts) 


1) a) 7 = {z G C, \z — 2i\ = 1}; 


cos(z) 
z 2 + 4 


dz 



cos (z) 

2 i)(z + 2ï) 


dz 


COsfz) 

z+2i 

z — 2i 


dz 


. COs(2z) n , . 

= 2TTif(2i) = 2tti — — — = — cos(2z). 

b) 7 = {z G C, \z — 2\ = 1}; 

Nous remarquons que la région de frontière 7 ne possède aucune singularités à 
l’intérieur, ainsi par le théorème de Cauchy, on 


cos(;z) 
z 2 + 4" 


dz = 0. 


Exercice 4 (4 Pts) 


Soit 

■ /(t ) = (z 2 -4z + 5) 2 

l)Les singularités. 


z 2 - 4z + 5 = 0 

A 7 = — 1, z\ = 2 + i, Z 2 = 2 — i. 

Nous remarquons que z\ et Z 2 sont des pôles d’ordre 2. Ainsi, 


dz 


(. z 2 — 4 z + 5) 2 


2TriRes(f, z\) 
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dz 


= 2iri lim 


(z 2 — 4 z + 5) 2 z-*zi 


(z ~ zi? 


(z - zi) 2 (z - z 2 ) 2 _ 


= 2ttî lim 


Z-ÏZ1 [(z- Z 2 ) 2 


= 2m 


-2 




TT 


2)Nous remarquons que 

lim f f(z)dz= lim f f(z)dz+ lim f f(x)dx..(E) 
R-^+ocJ^ R-++ooJ 1r R^+oo J_ r 


En appliquant le théorème du cours, nous avons que le deg((z 2 — 4z + 5) 2 ) = 4 > 
0 + 2, ou bien lim zf(z) = 0. Ainsi, 

\z \— >+oo 


lim / f(z)dz = 0. 


D’après l’égalité (E), on a 



(z 2 - 4x + 5) 2 2 ' 
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6.14 Examen de rattrapage 2014 

Université Abou-Bakr-Belkaid de Tlemcen Niveau : ST/L2/S2 

Département des Sciences et techniques UEF4/Math4 

2013-2014 


Examen de rattrapage. 


Exercice 1 (4 Pts) 

Soit z = x + iy où x et y sont deux réels et soit la fonction 

Q ?/ 2 q t 2 

/O) = 2x * 1 2 3 - 3 xy - 2 y 2 + i(Axy - — + — ). 

Montrer que / est analytique (holomorphe) dans C. 

Exercice 2 (6 Pts) 

Calculer l’intégrale suivante 


I = (z 2 + zz)dz 


ou 


a) 7 : le demi-cercle de centre 0 et de rayon 2. 

b) 7 : le segment de droite joignant les points (0, 0) et (0; 2). 

Exercice 3 (10 Pts) 

Soit la fonction ^ 

(z — i)(z + i) 

1) Trouver a et b tels que 


f(z) 


a b 

T H T- 

z — i z + % 


2)Développer la fonction / en série de Laurent au voisinage de i et de —i. 


3) Calculer l’intégrale suivante 



dz 

(z + i)(z - i ) 


par 

a) la méthode des résidus. 
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b) la formule intégrale de Cauchy. 


4) Calculer l’intégrale 



dx 

x 2 + 1 ' 


Solution 


Exercice 1 (4 Pts) 

Soit 
On pose 


Soit f(z ) = 2x 2 — 3 xy — 2 y 2 + i(Axy — + =^r). 


2 ' 2 

„2 o , o „,2 


u = 2x z — 3 xy — 2y 2 

n = 4.xy - ^ + ¥ 

Vérifions les conditions de Cauchy-Riemann. 


| = 4c - 3a 
g = -3x-4» 
t = % + 3x 


Nous remarquons que 


<9rt <9n t)rt <9n 

dx dy dy dx 

Ainsi, la fonction / est analytique (holomorphe) dans C. 

Exercice 2 (6 Pts) 


a) On 


/ (z 2 + zz)dz 
J'y 


avec 7 : demi-cercle de centre 0 et de rayon 2. 
La paramétrisation est donné par 


7 (t) = 2e ü 0 < t < -K. 
i{t) = 2 ie ü 

(z 2 + zz)dz = [" [(2e ü ) 2 + Ae ü e- ü ] (2 ie ü )dt 


= 2 i / (4e At + 4 )e n dt 

J o 
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= 2 i (4e 3it + Ae ü ) = dt 

J o 


= 8 i 


■ r g3 it 


3 i 


+ 


J o 


r e it " |7r ' 


J 0J 


= 8 i 




64 

Y' 


b) Ici, 7 : le segment de droite joingnant les points (0, 0) et (0, 2). La paramérisa- 
tion est donné par 


7 (t) = it 0 < t < 2 et 7 ' (t) = i 

[ ( z 2 + = f [{it) 2 + (it)(—it)] idt = 0 . 

J'y J 0 


Exercice 3 (10 Pts) 
1) On a 


ceci implique que 


1 


a b 

- + 


{z — i)(z + i) z — i (z + i) 

az + ia + bz — ib 
{z-i){z + i) 

r a + b = 0 
I ia — ib = 1 


{ b = ^ 2 

2) Le développement en série de Laurent. 

Au voisinage de i. çad dans la région \z — i\ < 2. 


m = 5 


1 1 


z + i z — i 

1 1 


z — i + 2i z — i 

1 1 


2*(1 + V) 


2i 




n> 0 


Z — 

2i ' 


z — i 
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Dans la région, \z — i\ > 2. 


m = 


i i 

z — i + 2i z — i 


1 1 


1 


z — i 1 + z — i 

1 Z — % 


SB-d”( 


2i 


z — i 


n>0 


z — % z — l 


Au voisinage de — i. Dans la région \z + i\ < 2. 


m = ^ 


1 


1 


z + i z — i 

1 1 

z + i z + i — 2i 


- + 


z + i ' 2z(l - 
I Z-, 


2 + i 2 i z—* 2 i 

n> 0 


Dans la région \z + i\ > 2. 


m = - t 


1 


1 


z + i z + i — 2i 

1 1 


z + i z + i 1 — 


SB 2i w 


z + i z + i z + i 

n> 0 


3) En utilisant, la méthode des résidus, on a 

r dz 

J\z\=2 {z ~ i)(z + i) 


— = 27 ri [Res(f, i) + Res(f, 


= 2iri( ) = 0; 

v 2 i 2i 


et avec la formule intégrale de Cauchy, on 


dz 


l\z \=2 (z-ï)(z + i) 


r dz | r 

/ 7 i i z ~i){z + i) J l2 {z- 


-0] 


dz 

i)(z + i) 
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avec 7i et 72 deux cercles de centre i et —i respectivement. 


dz 


'M 


=2 (z - i)(z + i) z — i 


J 

J 71 


1 

z-\-i 


-dz + 


'72 


z + i 


-dz 


= 2nigi(i) + 2 irig 2 (—ï) 


avec gi (z) = ^et g 2 {z) = ^. 

Ainsi, 

[ 7 77 7 = 277î( — ) + 2-7ri( ) = 0. 

J\z \=-2 (z - i)(z + 1 ) v 2 1’ —2i 

4) Nous commençons par calculer 

dz = 2 , ïïiRes{f, i ) = 7r 


z 2 + 1 


où 7 est la réunion du demin-cercle de centre 0 et de rayon R et le segment [— R, R] . 
Nous remarquons que 


z 2 + 1 


-dz = 


'7 R 


Z 2 + 1 


dz + 


rR 

-R 


— R. X 2 + 1 


dx 


Quand R — > + 00 , alors 



1 

z 2 + 1 


dz = 0 


d’après le théorème du cours. 


Ainsi, 




dx = TT. 



Chapitre 7 

Annexe historique 


Dans cette annexe, nous résumons la biographie des mathématiciens cités dans 
le livre. 

Abraham De Moivre (1667-1754). 

Mathématicien Français. Il était un précurseur du développement de la géométrie 
analytique et de la théorie des probabilités. Il est connu poura sa célèbre formule 
de trigonométrie découverte en 1707. 

Leonhard Euler (1707-1783). 

Mathématicien suisse. Euler est considéré comme l’un des plus grand mathéma- 
ticiens de tous les temps. Il a contribué au calcul infinitésimal, mécanique, dy- 
namique des fluides, optique et en astronomie. Il a presque travaillé sur tous les 
domaines des mathématiques et introduit beaucoup de notions et notations mathé- 
matiques. 

Camille Jordan (1838-1922). 

Mathématicien Français. Polytechnicien, il succéda à Josephe Liouville au collè- 
ghe de France. Il est connu pour son travail fondamental en théorie des groupes et 
en anlyse mathématique. 

Giacinto Morera (1856-1909). 

Mathématicien italien. Son nom est associé en analyse complexe au théorème de 
Morera. Il a contribué aussi à la théorie de l’élasticité linéaire. 

Joseph Liouville (1809-1882). 

Mathématicien Français. Il est célèbre pour son théorème en alnalyse complexe. Il 
a contribué à divers branches des mathématiques telle que la physique mathéma- 
tique, la théorie des nombres et la géométrie différentielle. 


Pierre Alphonse Laurent (1813-1854). 
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Mathématicien Français. Il a travaillé sur les équations aux dérivés partielles et dé- 
veloppe des idées sur la théorie des ondes. Sa contribution majeure est les séries 
qui porte son nom. 

Augustin Louis Cauchy (1789-1857). 

Mathématicien Français. Son oeuvre a fortement influencé le développement des 
mathématiques au 1 8 ème siecle. Ses recherches couvrent l’ensemble des domaines 
mathématiques de l’époque. 

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783). 

Mathématicien, philosophe et encyclopédiste français, il est célèbre pour avoir di- 
rigé l’Encyclopédie avec Denis Diderot jusqu’en 1757 et pour ces recherches en 
mathématiques sur les équations différentielles et les dérivées partielles. 


